Kapitel 6

Fourierreihen und
Fourierintegrale

6.1 Einfiihrung

Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, dass die Losungen von Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung oszillierende Funktionen sein konnen. Das
bedeutet, die Losungen sind periodisch mit einer gewissen Periodendauer T,
so dass

flt+nT) = f(?) (6.1)

fiir beliebige ganzzahlige Werte von n gilt. Manchmal kann man aber nicht
unbedingt sofort erkennen, welchen analytischen Verlauf eine solche periodi-
sche Funktion besitzt. Ziel der Fourieranalyse ist es nun, eine Darstellung
einer beliebigen periodischen Funktion f(¢) auf einem Intervall [0,7] — und
spéter auch nichtperiodischer Funktionen auf der ganzen reellen Achse —
iiber elementare periodische Funktionen auszudriicken.

Fiir experimentelle Untersuchungen (Signalanalyse bzw. -verarbeitung)
ist die Fourieranalyse ebenso wichtig, um die (dominanten oder charakteri-
stischen) Frequenzen eines experimentell ermittelten zeitlich verdnderlichen
Signals zu bestimmen. Die Fourieranalyse zerlegt also ein zeitliches Signal
in seine einzelnen Frequenzkomponenten, sein Spektrum. Periodizitit ist
nicht nur auf zeitliche Phinomene beschrinkt, sondern kann auch raumliche
Periodizitdten einschliefen. Gitter sind ein Beispiel fiir rdumlich periodische
Strukturen. Réumliche Fourieranalyse spielt in der Bildverarbeitung und -
kompression eine grofie Rolle.
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6.2 Fourierreihen

Wir beginnen mit einer Funktion f(¢) mit einer Periode T, die wir durch
trigonometrische Funktionen mit derselben Periode ausdriicken wollen. Das
heifit, wir versuchen, die Funktion f(¢) mithilfe von Funktionen cosnwt und
sin nwt mit der Kreisfrequenz w = 27 /T auszudriicken. Im mathematischen
Sinn versuchen wir dabei, die Funktion f(¢) in Basisfunktionen eines spezi-
ellen Vektorraumes zu zerlegen. Wir hatten schon gesehen, dass man Vek-
torrdume definieren kann, deren Elemente Funktionen sind. So ist zum Bei-
spiel der Raum Ly (0, 7") der Raum quadratisch integrierbarer Funktionen auf
dem Intervall [0, 7], fir das ein inneres Produkt oder Skalarprodukt

T

(9) = [ dtrie)gte) (62)
0
definiert ist. Die trigonometrischen Funktionen sind in diesem Raum ein
vollsténdiger Satz von Basisfunktionen {1,cosnwt,sinnwt}, da die Bezie-
hungen
T T

/dt sin mwt sin nwt = gdmn , /dt cos mwt cosnwt = gémn (6.3)
0 0
und
T
/dt sin mwt cosnwt = 0 (6.4)

0
gelten. Diese Relationen zeigt man durch Anwendung der Additionstheoreme
fiir die trigonometrischen Funktionen sin asin § = [cos(a— 3) — cos(a+ 3)] /2
und cos a cos f = [cos(a — [3) + cos(a + 3)]/2.

Die Funktionen

2 2
cn(t) = UTCOS nwt und s,(t) = \/Tsinnwt (6.5)

mit w = 27/7 und n € N bilden also in der Tat ein vollstandiges ortho-
normales System aus Basisvektoren, in die jede periodische Funktion zerlegt
werden kann. Wir schreiben also

ft)= % + ;an cos nwt + an sin nwt |. (6.6)

n=1
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Der Term mit ag ist ein konstanter Offset. Die Terme mit n = 1 beschreiben
die Grundschwingungen, die mit n > 1 die Oberschwingungen.

Die Konvergenz der Fourierreihe kann unter sehr allgemeinen Annahmen
gezeigt werden. Dazu muss es moglich sein, das Definitionsintervall der Funk-
tion in endlich viele Teilintervalle zu zerlegen, in denen die Funktion stetig
und monoton ist. An den Unstetigkeitsstellen sollen jeweils der linksseitige
Grenzwert f_(to) als auch der rechtsseitige Grenzwert f. (to) definiert sein.
Unter diesen (Dirichletschen) Bedingungen konvergiert die Fourierreihe ge-
gen f(t) an den Stellen, an denen die Funktion stetig ist, und gegen das

arithmetische Mittel ; ;
f,( 0);f+( 0) (67)
an den Unstetigkeitsstellen.
Aus den Orthogonalitatsrelationen der trigonometrischen Funktionen fin-
det man sofort die Entwicklungskoeffizienten zu

T/2

a, = ;/dtf(t)cosnwt:;/dt[f(t)—i—f(—t)]cosnwt,

b, =

Nl

T /
/dtf(t)sinnwt:;/dt F() — F(—t)]sinnwt.  (6.8)

Die jeweils letzten Relationen folgen daher, dass das Integrationsintervall
aufgrund der Periodizitét von [0, 7] zu [to, T + to] verschoben werden kann.
Wir sehen auch, dass die Cosinusfunktionen die geraden Anteile der Funk-
tion f(t) herauspicken, wihrend die Sinusfunktionen die ungeraden Anteile
beschreiben. Genauer gesagt, ist f(t) eine gerade Funktion mit f(t) = f(—t),
so gilt fiir ihre Fourierkoeffizienten

T/2

/dtf ) cos nwt = /dtf )cosnwt, b,=0. (6.9)

Ist andererseits die Funktion f(¢) ungerade, also gilt f(t) = —f(—t), so gilt

T/2

T
2 4
a, = b, = T/ t) sin nwt = T / dt f(t)sinnwt . (6.10)
0
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Als erstes Beispiel fiir eine Fourierreihe betrachten wir die Ségezahnfunk-
tion (siche Abb. 6.1)
y=x fir 0<x<2m. (6.11)

Dies ist offensichtlich eine verschobene ungerade Funktion, was man sofort
einsieht, wenn die Funktion um 7 nach unten verschoben wird, also ag = 27
gesetzt wird. Damit verschwinden alle Koeffizienten a,,~q. Die Koeffizienten
b, werden unter Verwendung von 7" = 27 und w = 27/7T =1

2T
1 2
b, = — /dxxsinnx =——. (6.12)
T n
0
Damit erhalten wir -
sinnx
=7—2 ) 6.13
y=r ; - (6.13)

Die Approximation der Sagezahnfunktion durch eine Fourierreihe mit Ter-

—_ N W N
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Abbildung 6.1: Sdgezahnfunktion (links) und ihre Approximation durch eine
Fourierreihe mit Termen bis n = 1,2, 3,4 (rechts).

men bis zu n = 1,2,3,4 ist ebenfalls in Abbildung 6.1 dargestellt. Man
erkennt, dass schon eine geringe Anzahl von Fourierkoeffizienten ausreicht,
um die Funktion recht gut zu approximieren. Offensichtlich ben6tigt man die
hoheren Entwicklungskoeffizienten fiir die Darstellung sehr kleiner Details
wie z.B. der scharfen Ecken der Sdgezahnfunktion.

Als Beispiel fiir eine gerade Funktion betrachten wir die Rechteckfunktion
(siche Abb. 6.2)

y=1 fir 0<z<m/2,31/2<z<27. (6.14)
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Wir haben also die Integrale

/2 2m
1 1 2
an_/da: cosnr + — / dz cosnz = —— sin % (6.15)
T T nm 2
0 3m/2

zu berechnen. Die Fourierreihe wird damit zu

1 2 Jcosxz cos3z cosbx I 2K (1)
[ - + —...]_2+7TZ

R 3 5

cos(2n+1)x.

(6.16)
In Abbildung 6.2 sind die ersten Approximationen der Rechteckfunktion

Abbildung 6.2: Approximationen der Rechteckfunktion durch immer genaue-
re Fourierreihen mit k = 1,2, 3,4 Termen.

durch Fourierreihen mit k = 1,2,3,4 Termen zu sehen. Auch hier wird bei
Hinzunahme hoéherer Frequenzen die Funktion immer besser angenéhert.

Dieser Gedanke wird in der Bildkompression konsequent verfolgt. Ein
Bild wird in ein (zweidimensionales) Raster von Punkten zerlegt und deren
Fourierkoeffizienten berechnet. Nur diese werden dann abgespeichert. Um
Speicherplatz zu sparen, werden nur die niedrigsten Koeffizienten gespeichert
mit dem Ergebnis, dass feine Details wie scharfe Kanten oder andere scharfe
Kontrastiibergénge nicht beriicksichtigt werden.

6.2.1 Weitere Darstellungen der Fourierreihe

Anstelle der Darstellung (6.6) kann man auch andere Formulierungen ver-
wenden. Beispielsweise kann man jeweils die Sinus- und Cosinusterme mit
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denselben Frequenzen zu einer verschobenen Sinusfunktion zusammenfassen.
Greifen wir uns zwei Terme aus (6.6) heraus, so kénnen wir schreiben

ap cosnwt + by sinnwt = A, sin @ cosnwt + A, cos p sin nwt
= A, sin(nwt + ¢,), (6.17)

wobel wir a,, = A, cos ¢, und b, = A, sin ¢,, gesetzt haben und das Additions
theorem sin «vcos 3 + cos asin § = sin(« + () verwendet haben. Damit wird
die Fourierreihe in spektraler Darstellung

£(t) = % + i A sin(nwt + ) (6.18)

n=1

mit A, = /a2 + 02 und tanyp = a,/b,. Die Koeffizienten A, geben da-
bei das Amplitudenspektrum der Funktion f(¢) und die Phasen ¢,, das
Phasenspektrum, also die Phasenwinkel der n-ten Fourierkomponenten.

Eine weitere wichtige Darstellung, die uns zu den Fourierintegralen fithren
wird, erhélt man, wenn man die trigonometrischen Funktionen zu komple-
xen Exponentialfunktionen zusammenfasst. Die komplexe Darstellung der
Fourierreihe ist dann

f(t) = i N (6.19)
n=0

mit w, = nw. Die Koeffizienten ¢, erhélt man zu

1 T (10/2 n=>0
=g [0 = ] b2 w0 (620
) (a—p +ib_y)/2 n <0

mit den Verkniipfungen der neuen und alten Koeffizienten auf der rechten
Seite der Gleichung. Man beachte, dass in der Fourierreihe (6.19) und in den
Koefhizienten die Frequenzen mit jeweils umgekehrten Vorzeichen eingehen.

6.3 Fourierintegrale

Bisher haben wir nur die Fourierzerlegung periodischer Funktionen auf einem
endlichen Intervall betrachtet. Dies wollen wir nun auch auf nichtperiodische
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Funktionen auf der gesamten reellen Achse ausweiten. Dazu schauen wir uns
noch einmal die Fourierreihe

= Z [a,, cos nwt + by, sin nwt] (6.21)
n=0

einer auf dem Intervall [0, 7] definierten und periodischen Funktion f(¢) an,
wobel wieder die Kreisfrequenz w = 27/T eingesetzt wurde. Fiithren wir nun
wieder die Bezeichnung w,, = nw ein, so wird die Differenz zweier aufeinander
folgender Frequenzen gerade

2T

Wntl = Wn = 75 = Aw, . (6.22)
Der Fourierkoeffizient a,, wird dann
T T/2
2 t=2 [ atf(t) coswnt (6.23)
ay, =7 ) cos wyt = T cos Wyt , .
0 —T/2

wobei wir verwendet haben, dass die Funktion f(¢) periodisch sein soll. Dies
schreiben wir identisch um in

T/2
T 1
3. 0n = a(wp) = - / dt f(t) coswpt . (6.24)
~T/2

Nun lassen wir das Periodizitétsintervall und damit die Integralgrenzen
sehr grofl werden. In dem Limes T — oo verschwindet die Differenz benach-
barter Frequenzen w, 1 — w, — 0 und es bleibt als Fourierkoeffizient

oo

1
a(w) = — / dt f(t) coswt. (6.25)
T
Eingesetzt in die Fourierreihe (6.21) ergibt das
= 27T
Z ? a(wy,) cos wpt + b(wy,) sinw,t] . (6.26)

n=0
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Nun fiithren wir den Grenziibergang " — oo und damit Aw,, — 0 durch und
finden

) = Alggo ; Aw,, [a(wy,) cos wyt + b(wy,) sin w,t]

= /dw [a(w) coswt 4 b(w) sinwt] . (6.27)

Nun setzen wir die Definition (6.25) ein und finden

o

1
ft) = = [ dw / dr f(7) [cos wT cos wt + sin w7 sin wt]
T

— 00
o

dw / dr f(1)cosw(T —1). (6.28)

—00

0\8 0\8

Wenn die Funktion f(¢) absolut integrierbar ist, was wir hier voraussetzen
miissen, kann die Integrationsreihenfolge nach dem Satz von Fubini ver-
tauscht werden und wir erhalten

1 ! I iw(T— —tw(T—
) = %/de(T)/dw [e (=1 4 emiw(m=0)]
—0o0 0
-6 de(T)/dwe_i“(T_t)
2
1 ! wt ! —iwT
= 3. dwe dr f(r)e ™7 (6.29)

Das zweite Integral definiert die Fouriertransformierte F(w) der Funktion
f(t). Wir erhalten also die Grundformeln der Fouriertransformation zu

(6.30)
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Man beachte, dass die Vorfaktoren vor den Integralen hier asymmetrisch ver-
teilt sind. Das ist im Prinzip reine Geschmacksfrage, man kann auch vor beide
Integrale einen Faktor 1/4/27 schreiben. Allerdings stellt sich heraus (beim
Satz von Parseval), dass die symmetrische Schreibweise manchmal Vorteile
besitzt.

Die Fouriertransformation ist eine Integraltransformation, die aus ei-
ner Funktion f(¢) im ¢-Raum eine Funktion F'(w) im w-Raum macht. Manch-
mal wird fiir die Fouriertransformierte auch die Bezeichnung F(w) = F[f(t)]
und fiir die Riicktransformation f(t) = F'[F(w)] verwendet.

Bevor wir die allgemeinen Eigenschaften der Fouriertransformation disku-
tieren, betrachten wir ein wichtiges Beispiel die Transformation einer Gauf3-

schen Funktion .
f(t) = ﬁe—t2/<202> (6.31)

mit der Varianz o2, die um den Koordinatenursprung zentriert ist. Ihre Fou-
riertransformation liefert ein Gaufisches Integral

| A
Flw) = dt e"@te™t/(207) 6.32
) \/%0/ (6:32)
0

das durch quadratische Ergénzung gelost wird. Das Ergebnis ist

Fw) = ——e=v0*/2, (6.33)

also wieder eine Gaufische Funktion, aber diesmal mit der Varianz 1/0?. Die
Breite eines Signals im Frequenzraum ist also umgekehrt proportional zur
Breite des Signals im Zeitraum. Anders ausgedriickt: je kiirzer ein Puls ist,
desto breiter ist sein Frequenzspektrum.
Offensichtlich ist das Produkt der Varianzen ¢} im Zeitraum und o2 im
Frequenzraum durch
olol =1 (6.34)

miteinander verbunden. Dies ist eine Art Unschérferelation, die uns noch
héufiger in der Quantenmechanik begegnen wird. Thre Aussage ist, dass zwei
Fourier-komplementéire Signale niemals beide beliebig genau bestimmt wer-
den konnen. Diese Aussage ist sogar noch allgemeiner, man kann zeigen,
dass fiir beliebige Funktionen die Ungleichung o702 > 1 gilt. Die GauBischen
Funktionen bilden die Klasse der Funktionen mit minimaler Unschérfe.
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Wir haben die GauBsche Funktion (6.31) gerade so gewihlt, dass ihr
Integral iiber die gesamte reelle Achse

/ dt (1) =1 (6.35)

wird. In der Grenze ¢ — 0 wird diese Funktion eine beliebig schmale Funkti-
on, die immer noch um den Koordinatenursprung zentriert ist. Wir kénnen
also formal sagen, dass

lim £ () = 8(1) (6.36)

gilt. Diese Aussage ist mit Vorsicht zu betrachten, weil wir schon wissen, dass
die d-Funktion gar keine Funktion im eigentlichen Sinne ist und der Grenz-
wert somit gar nicht existiert (er wird in der Funktionalanalysis klarer). Die
Fouriertransformierte (6.33) hingegen wird zu einer immer breiteren Funkti-
on, die in der Grenze zu einer konstanten Funktion wird. Wir erhalten also
formal die Fouriertransformierte der d-Funktion zu

F)=6(t) = Flw)=1. (6.37)

6.3.1 Eigenschaften der Fouriertransformation

Wir wollen hier zunéchst einige einfache Eigenschaften der Fouriertransfor-
mation anfiihren, die sofort aus der Definition (6.30) folgen. Die Fouriertrans-
formation ist eine lineare Operation, das heisst, dass die Fouriertransforma-
tion einer Linearkombination von Funktionen gleich der Linearkombination
der jeweiligen Fouriertransformationen ist,

Flaf(t) + Bg(@)] = aF[f(1)] + BF[g(t)] . (6.38)

Auflerdem ist immer zu beachten, dass es sich hierbei um eine komplex-
wertige Operation handelt. Eine reelle Funktion im Zeitraum hat meist eine
komplexwertige Fouriertransformierte. Ausnahmen gibt es nur fiir Funktio-
nen mit speziellen Symmetrieeigenschaften. Ist beispielsweise f(t) reell und
gerade, dann ist es F'(w) ebenso. Wir finden die folgenden allgemeinen Sym-
metrien direkt aus der Definition:
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ft) F(w)

reell F(—w) = F*(w)
imagindr F(—w) = —F*(w)
gerade gerade

ungerade ungerade

reell und gerade

reell und ungerade
imaginir und gerade
imagindr und ungerade

reell und gerade
imagindr und ungerade
imaginar und gerade
reell und ungerade

Desweiteren gelten die folgenden Symmetriebeziechungen: Die Fourier-
transformierte einer zeitgespiegelten reellen Funktion f(—t) ist das komplex
konjugierte der Fouriertransformierten der urspriinglichen Funktion,

Flf(=0] = FIf®] = F(-w). (6.39)

Das heisst, dass fiir eine reelle Funktion f(t) die Fouriertransformierte die
Eigenschaft F'(—w) = F*(w) besitzt. Dies ist ein Spezialfall des Skalierungs-
gesetzes, welches besagt, dass die Fouriertransformation G(w) einer skalier-
ten Funktion ¢(t) = f(at) mit o € R gerade

()

ist. Diese Eigenschaft zeigt man wie folgt:

/dTe i(w/o7 f( 1) = ‘a’ ( ) (6.41)

Die néchsten Eigenschaften betreffen die Translation sowie die Modu-
lation einer Funktion. Verschiebt man eine Funktion g(t) = f(¢t — ty), so
wird

Glw) = (6.40)

oo

Gw) = / dt e ™ f(a

—00

e¢]

Gw) = /dte_i‘”tf(t—to) T

—00

Analog dazu gilt, dass eine modulierte Funktion g(t) = ¢! f(¢) transformiert

wird zu

Gw) = / dt e W0t f () = F

—0oQ

oo

— 00

o0
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Man erkennt, dass beide Eigenschaften in gewissem Sinne komplementér zu-
einander sind.

Ein weiteres komplementéres Paar von Eigenschaften erhalten wir beim
Betrachten der Fouriertransformation der Ableitung einer Funktion. Sei

also g(t) = <% f(t). Dann ist

oo o

G(w) = / dt efi“t%f(t) =W / dte ™' f(t) = iwF(w), (6.44)
wobei wir partiell integriert und die Ableitung auf die Exponentialfunktion
angewandt haben. Allgemeiner gilt, dass

F | 0] = GarFise), (6.49)
Umgekehrt findet man die Fouriertransformierte von ¢(¢) = tf(t) zu
G(w) = / dt e ™'t f(t) = i / dte ™' f(t) = iiF(w) : (6.46)
J dw_oo dw
Allgemein gilt wieder
Fltf(0)] =5 FIS0). (6.47)

6.3.2 Faltungssatz der Fouriertransformation

Die Fouriertransformation zeigt eine interessante Verbindung zwischen der
Faltung zweier Funktionen und deren Multiplikation auf. Wir erinnern uns,
dass die Faltung zweier Funktionen f(¢) und g(t), die beide als (lokal) inte-
grierbar angenommen werden, als

o

h(t) = / dr f(t —7)g(T) (6.48)

—0Q

definiert ist. Deren Fouriertransformation ist aber

Hw) = / dte ™t / dr f(t —7)g(T) (6.49)
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Fiithrt man das t-Integral mithilfe der Translationseigenschaft (6.42) aus, so

erhalt man
o0

Hw) = / dr e F(w)g(r). (6.50)
Das verbleibende 7-Integral ist aber gerade die Fouriertransformierte von
g(t), so dass gilt:

(6.51)

Dies ist der Faltungssatz der Fouriertransformation, der besagt, dass die
Fouriertransformierte der Faltung zweier Funktionen gerade das Produkt der
jeweiligen Fouriertransformierten ist.

Analog zur Faltung findet man die Fouriertransformation der Kreuzkor-
relation zweier Funktionen

h(t) = / dr F*(F)glt + 7) (6.52)

H(w) =F*"(w)G(w). (6.53)
Ein Spezialfall ist die Autokorrelation einer Funktion f(¢). fir die gilt:

(6.54)

6.3.3 Satz von Parseval

Eine wichtige Beziehung zwischen zwei (quadratisch integrierbaren) Funk-
tionen f(t) und ¢(¢) im Zeitraum und den dazugehérigen Funktionen im
Frequenzraum liefert der Satz von Parseval. Dieses macht eine Aussage zu
dem Integral

]O dt F(H)g* (1) = (2;)2 70 it 7 d 7 A0 F(w)e G Q). (6.55)
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Das t-Integral liefert eine 6-Funktion 270 (w —€2), mithilfe derer eines der bei-
den verbleibenden Frequenzintegrale ausgefithrt werden kann. Das Ergebnis
ist

o0 1 o0
/ dt f(t)g*(t) = - / dw F(w)G*(w) . (6.56)
Ein Spezialfall ist wiederum
o0 1 o0
/ d7f|f(7§)|2 =5 / dw|F(w)]2. (6.57)

Letztere Beziehung ist auch als Satz von Plancherel bekannt. Er besagt, dass
die Fouriertransformierte einer normierbaren Funktion f(t) wiederum eine
normierbare Funktion F'(w) ist. Diese Aussage wird spéter in der Quanten-
mechanik besonders wichtig. Im Falle symmetrischer Aufteilung des Faktors
21 wird die Fouriertransformation sogar eine unitéire Transformation, die die
Norm einer Funktion erhélt.

6.4 Losung von Differentialgleichungen mit-
tels Fouriertransformation

Neben der Berechnung von Spektren und Korrelationsfunktion von Signa-
len und Zeitreihen wir die Fouriertransformation vor allem zur Lésung von
Differentialgleichungen eingesetzt. Dazu wird die Eigenschaft (6.45) ausge-
nutzt, die besagt, dass Ableitungen einer Funktion bei Fouriertransformation
in einfache Multiplikationen {ibergehen. Als Beispiel betrachten wir die Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung (5.103)

W) 4 ayte) = 110, (6.58)

Wir setzen nun die Fouriertransformierte Y (w) der Funktion y(¢) ein und
finden unter Zuhilfenahme der Beziehung

F |90~ iortyte) (659

144



die einfache algebraische Gleichung
iwY (w) +aY (w) = F(w), (6.60)

wobei wir die rechte Seite ebenfalls transformiert haben. Deren Losung ist

offensichtlich »
y(w) = 1) (6.61)

iw+a’

die nun wieder in den Ursprungsraum zuriicktransformiert werden muss. Das
heisst, die Losung der Gleichung (6.58) ist also formal

17 FW)
t) = — dw et ——2 .62
y(®) 27r/w8 w—+a (6.62)

Das resultierende Integral kann nun mithilfe des Residuensatzes gelost
werden, wenn die Funktion F'(w) geeignete Eigenschaften besitzt, speziell,
dass F'(w) keine Pole oder Nullstellen in der oberen Hélfte der komplexen
w-Ebene besitzt. Der Nenner des Integranden hat einen Pol bei w = ia,
also auf der positiven imagindren Achse in der komplexen w-Ebene. Um den
Residuensatz anwenden zu konnen, schlieen wir die Integrationskontour in
der oberen Halbebene, deren Beitrag aber durch den exponentiellen Abfall
der Exponentialfunktion ¢! mit Imw > 0 verschwindet. Der Residuensatz
nimmt dann die Form

PN Iy VN O SRE T

w—w W — Wy
—00
an, wobei f(w) = —ie™'F(w) und wy = ia zu setzen ist.
Die Exponentialfunktion verschwindet allerdings nur fiir ¢ > 0, was zusétz-
lich gefordert werden muss. Das ist Aquivalent dazu, eine Sprungfunktion ©(t)
bei der Riicktransformation einzufiithren, um Konvergenz zu garantieren. Da-

mit wird
o0

y(t) = e~ F(ia) / dr Ot — 7)== f(r). (6.64)
Das letzte Integral ist aber nichts anderes als die Faltung O(t)e * x f(t),

wobei E(t) = O(t)e”® nichts anderes ist als die Fundamentallosung der
inhomogenen Differentialgleichung.
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6.4.1 Gedampfter harmonischer Oszillator

Als weiteres Rechenbeispiel wollen wir uns noch einmal die Losung des ge-
triebenen harmonischen Oszillators mit Dampfung ansehen. Die Differenti-
algleichung lautet hierfiir

d*z(t) dx(t)
@ T

+wiz(t) = f(1). (6.65)
Transformiert in den Fourierraum lautet die Gleichung

—wW? X (W) + iwy X (w) + wa X (w) = F(w) (6.66)
mit der Losung

F(w)
—w? +iwy + wi’

X(w) = (6.67)
Man beachte, dass der Nenner nichts anderes ist als das charakteristische
Polynom der Differentialgleichung (6.65), wenn wir den Exponentialansatz
x(t) = ¢! machen. An dieser Stelle wird auch die Verbindung zwischen dem
Exponentialansatz und der Fouriertransformation klar.

Selbstverstandlich kann man auch hier den Residuensatz anwenden, nach-
dem man mithilfe einer Partialbruchzerlegung das charakteristische Polynom
auf ein einfachere Form gebracht haben. Fiir eine periodische treibende Kraft
muss selbst das nicht getan werden. Sei

f(t) =acosQt = - [e"" + ] (6.68)

a

2

wie zuvor. Die Fouriertransformierte davon ist
Flw)=ma[d(w—Q)+dw+ Q)] , (6.69)

wobei wir die Modulationseigenschaft der Fouriertransformation und die Tat-
sache, dass F[1(t)] = 2m0(w) ist, verwendet. Die Riicktransformation liefert
dann

T S+ Q) +6w—0)
.Z'(t) — g / dw (w + ) + ((u' 5 )ezwt
2 —w? +iwy + Wi
a i i
T2 [w% — 02 —ivQ + wg — 2+’ (6.70)
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wobei wir die Relation

o0

/ i 5(w) F(w) = F(0) (6.71)

—0o0

verwendet haben. Das heisst, die 0-Funktion pickt sich den Punkt der Funk-
tion F'(w) heraus, an dem ihr Argument verschwindet.

Man beachte, dass zur vollstindigen Losung der Differentialgleichung
(6.65) natiirlich noch die allgemeine Losung der homogenen Differentialglei-
chung zéhlt. Diese hatten wir in (5.64) schon berechnet und gefunden, dass
diese exponentiell geddmpft sind. Nach diesem sogenannten Einschwingvor-
gang bleibt also nur noch die partikuldre Losung {ibrig, die die schon ge-
fundenen Resonanzen aufweist. In unserem Fall mit nichtverschwindender
Déampfung v > 0 gibt es nun aber keine divergierenden Resonanzen mehr,
sondern die Amplitude ist begrenzt. Fiir schwache Dampfung v ist € = wy
immer noch die Resonanzbedingung, und fiir die Auslenkung bei Resonanz
gilt

—iwot iwot

e

—iYWy 1YWy

=% Sinwt. (6.72)
Y%o

Tres (1)

_CL
)

6.4.2 Losung partieller Differentialgleichungen

Die Methode der Fouriertransformation ldsst sich auch fiir wichtige Klas-
sen von partiellen Differentialgleichungen anwenden. So ist beispielsweise die
Diffusionsgleichung eines Teilchens

%E(x, t) — a*AE(x,t) = 6(x,1). (6.73)
Wir werden uns hier zunichst auf die Fundamentallosung konzentrieren.
Alle anderen treibenden Kréfte konnen wie immer iiber eine Faltung ein-
gebaut werden. Es sei zu bemerken, dass Gleichung (6.73) auch als eine
Schrodingergleichung fiir reelle Zeiten verstanden werden kann. Die Glei-
chung kann durch Fouriertransformation beziiglich der Koordinate x in eine
gewthnliche Differentialgleichung beziiglich ¢ iiberfithrt werden.

Betrachten wir zuerst die Fouriertransformation beziiglich x. Dazu muss
die bisher eindimensionale Transformation zu einer dreidimensionalen Trans-
formation verallgemeinert werden. Das geschieht, indem jede (kartesische)
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Koordinate einzeln transformiert wird. Sei f(x) eine Funktion einer kartesi-
schen Koordinate x, dann ist ihre Fouriertransformierte

F(k,) = / dr e *=" f (). (6.74)

Die Verallgemeinerung fiir Funktionen der Koordinaten x = (z,y, z) ist dann
mit k = (ky, ky, k)

F(k): /dxeikzx/dyeikyy/dze szZf ff d3CL‘€ szf )

(6.75)
Mithilfe von (6.75) kann nun Gleichung (6.73) vereinfacht werden. Dazu de-
finieren wir die Funktion E(k,t) als die nach der Variablen x partiell Fou-
riertransformierte der Fundamentallosung E(x,t) zu

E(k,t) = Fy[BE(x,t)] = IT dre ™ *B(x,t). (6.76)

Die einzelnen Terme in der Differentialgleichung (6.73) transformieren sich
wie folgt:

7 [gt E(x,t)] _ gt]-“x (B(x,1)] = ;E(k,t), (6.77)
Fe[0(x,t)] = Fx [0(x)0(t)] = 1(k)d(t), (6.78)
Fe[AE(x,1)] = —|k|*Fx [E(x,1)] = —|k[*E(k,1). (6.79)

Nach Einsetzen dieser Terme in die Gleichung (6.73) finden wir nunmehr
eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die (partiell) Fouriertransformierte
E(k,t) zu

o -~ N
aE(k,t) +a®|k]PE(k,t) = 1(k)d(t) . (6.80)
Die Fundamentallosung dieser Gleichung ist, wie schon mehrfach berechnet,

E(k,t) = O(t)e I (6.81)

Was bleibt, ist die Riicktransformation dieser Funktion beziiglich k,

d3k ¢ *E(k, 1) d% dexg=alkPt (6.82)
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Das letzte Integral ist ein dreidimensionales Gaufisches Integral, das wir
durch quadratische Ergdnzung losen konnen mit dem Ergebnis, dass

E(x,t) = (26?\3%)3 exp (—J&f) . (6.83)

Diese Fundamentallosung ist also eine Gaufische Funktion, die mit zuneh-
mender Zeit ¢ immer breiter und flacher wird. Das heisst, dass die Losung
mit fortschreitender Zeit zerlauft bzw. diffundiert.

6.4.3 Fundamentallésung der skalaren Helmholtzglei-
chung

Als letztes Beispiel betrachten wir eine Gleichung aus der Elektrodynamik.
Aus den Maxwellgleichungen kann man eine Wellengleichung fiir die Kompo-
nenten des Vektorpotentials herleiten. Diese sogenannte Helmholtzgleichung
hat die Form

(A+a*)E(x) = 6(x). (6.84)
Es handelt sich also wieder um eine partielle Differentialgleichung, die wir
mithilfe der Fouriertransformation losen wollen. Wir finden sofort, dass

(—k* +a®E(k) =1 (6.85)
und damit 1

Die inverse Fouriertransformation fithrt man am besten in Kugelkoordinaten
(k,©, ) durch. Damit ergibt sich

3 zkx ) zk\x\cos@
o H Pk I = @y /dQ/kz dk 5. (687)

wobei wir k-x = k|x| cos © gesetzt haben und mit d€2 das Raumwinkelelement
sin © dO dy bezeichnen. Wir fithren zuerst die Winkelintegration durch und
finden

2T 1
) ) 2T ) .
dQ ezk|x\cos@ _ /d@/d(COS @) ezk|x| cos® __ : ezk\x| _ e—zk|x\ )
/ ;) ik|x| ( )

(6.88)
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Damit bleibt

o—iklx|

ciklxl _
E kdk .
(x) = (27) Z|X| / a2 -k (6.89)

was wir wieder mit Kontourintegration lésen werden. Dazu dehnen wir die
Integrationsgrenzen auf die negative Halbachse aus, indem wir die Symme-
trieeigenschaften des Integranden verwenden. Der Integrand ist insgesamt
eine gerade Funktion von k, so dass gilt

B Lk zk|x\ —ik|x|
(x) = 8?2 Z|X\/ — k2

{ 1 1 , .
- v kdk [ —— — —— iklx|  —ik|x| ) ]
16m2a|x]| / <k: —a k+ a) (e ‘ ) - (6:90)

Verschieben wir die Pole bei k = a bzw. k = —a ein klein wenig in die obere
bzw. untere Halbebene, so kann die Integrationskontour geschlossen werden.
Dabei gibt der Term e** nur einen Beitrag bei 2 = a (Kontour in der oberen

Halbebene) und der Term e~*™ nur einen Beitrag bei # = —a (Kontour in
der unteren Halbebene). Damit bleiben die Integrale
N piklx] _ N o iklx|
/ k dk = 2miae™ ™ = — / k dk : (6.91)
- T+a

Schlussendlich finden wir die Fundamentallosung der Helmholtzgleichung zu

eza\x|

B(x)=— (6.92)

4rlx|
Eine Verschiebung der Pole in die jeweils entgegengesetzte Richtungen liefert
dann eine zweite Losung F(x) = —e I /(47|x]).

Diese Beispiele sollen zeigen, wie vielseitig einsetzbar die Fouriertransfor-
mation ist. Zum einen ist sie fiir Experimentatoren wichtig, da durch sie das
Konzept eines Spektrums erst Sinn bekommt. Zum anderen haben wir gese-
hen, dass es hilfreiches Werkzeug zur Losung linearer Differentialgleichungen
ist.
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