Kapitel 5

Differentialgleichungen

5.1 Einfiihrung

Eine Vielzahl physikalischer Phénomene wird durch eine Funktion beschrie-
ben, deren Wert an einem vorgegebenen Punkt von ihren Werten an benach-
barten Punkten abhéngt. Das heisst, dass die Gleichung, die diese Funkti-
on beschreibt, von den Ableitungen dieser Funktion abhéngen muss. Bei-
spielsweise beschreibt die erste Ableitung die Steigung einer Kurve oder die
Geschwindigkeit, die zweite Ableitung die Kriimmung einer Kurve oder die
Beschleunigung. Solche Gleichungen, die eine Verkniipfung zwischen einer
Funktion und ihren Ableitungen beschreibt, heisst Differentialgleichung.
Als Beispiel sei die folgende Gleichung gegeben, die uns noch haufiger begeg-
nen wird:

d*x(t)

dt?

Man unterscheidet verschiedene Typen von Differentialgleichungen. Ei-
ne Differentialgleichung, in der nur gewohnliche Ableitungen einer Funktion
einer einzigen Variablen vorkommen, heisst gew6hnliche Differentialglei-
chung. Fine Differentialgleichung einer Funktion mehrerer unabhéngiger Va-
riabler, die partielle Ableitungen enthélt, heisst partielle Differentialglei-
chung. In dieser Vorlesung werden wir uns nur mit gewohnlichen Differenti-
algleichungen befassen.

Eine gewohnliche Differentialgleichung einer Funktion y einer einzigen
Variablen x ist also eine funktionale Beziehung zwischen x, y und den Ab-
leitungen von y. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die Ordnung
der hochsten Ableitung von y, die in der Gleichung auftritt. Wir werden uns

+wiz(t) = 0.
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im Folgenden ausschliefllich mit Differentialgleichungen erster und zweiter
Ordnung befassen.
Die allgemeine Form einer Differentialgleichung n-ter Ordnung ist

Flz,yy,... ,y(”)] =0. (5.1)

Wenn eine Differentialgleichung in dieser Form gegeben ist, so nennt man
sie implizite Differentialgleichung. Ist die Funktion F' ein Polynom in
der hochsten Ableitung ™, dann wird unter dem Grad der Differential-
gleichung der Grad dieses Polynoms verstanden. Eine Differentialgleichung
heisst linear, wenn F ersten Grades in y und allen Ableitungen von y ist.
Demzufolge ist die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung n-ter
Ordnung

mn

d"y dy

an@—k---—kma—i—aoy:f(x), (5.2)
wobei f(x) und die Koeffizienten ay, ..., a, bekannte Grossen sind. Im ein-
fachsten Fall sind die Koeffizienten ay, . .., a, reelle (oder komplexe) Zahlen,

im allgemeinen konnen sie aber selbst noch von der Variablen z abhéngen.
Ist die Funktion f(z) = 0, so spricht man von einer homogenen Differen-
tialgleichung, ansonsten von einer inhomogenen Differentialgleichung.

5.2 Differentialgleichungen erster Ordnung

Wir beginnen unsere Diskussion mit der Losung linearer Differentialgleichun-
gen erster Ordnung, also solchen, die sich auf die Form

alj—i +aoy = f(x) (5.3)

bringen lassen.

5.2.1 Beispiel 1: Radioaktiver Zerfall

Als einfaches Beispiel schauen wir uns den Prozess des Zerfalls eines radio-
aktiven Elements an. Zu einer gegebenen Zeit ¢ sei eine Menge M (t) von
radioaktivem Material vorhanden. Dieses Material zerfillt mit einer kon-
stanten Rate ~ proportional zu der aktuell vorhandenen Menge M (t). Die
Differentialgleichung, die diesen Prozess beschreibt, hat also die Form

dM
R Vs 5.4
= YM, (5.4)
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wobei das Minuszeichen andeuten soll, dass die Menge an radioaktivem Ma-
terial mit der Zeit abnimmt. Wir werden zwei unterschiedliche Methoden
verwenden, um die Gleichung (5.4) zu lésen.

Methode 1: Versuchslosung durch Exponentialansatz

Wir versuchen zunéchst, die Gleichung (5.4) durch einen Losungsansatz der
Form
M(t) = eM (5.5)
zu losen. Die Wahl dieses Ansatzes wird motiviert durch die Eigenschaft der
Exponentialfunktion
dme)\t
dtm
die fiir alle positive m gilt. Setzt man diesen Losungsansatz in die Differen-
tialgleichung (5.4) ein, so erhélt man

= \"eM, (5.6)

dM
= AeM = —yer oder (A +7)eM = 0. (5.7)
Da fiir endliche Zeiten die Exponentialfunktion niemals verschwindet, muss
A= —v (5.8)

gelten. Die allgemeinste Losung, die wir fiir die Differentialgleichung (5.4)
finden konnen, ist also

M(t) = ce ", (5.9)
wobei ¢ eine beliebige Konstante ist. Wir ermitteln diese Konstante durch
die Anfangsbedingung, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Menge des radioaktiven
Materials gerade M (0) = M, betrug. Damit folgt sofort, dass die Menge
radioaktiven Materials zum Zeitpunkt ¢ durch

M(t) = Mpe™ (5.10)

gegeben ist. In Abbildung 5.1 ist die Losung fiir verschiedene Werte der
Zerfallskonstanten v dargestellt. Man erkennt den typischen Verlauf der Ex-
ponentialfunktion und den schnelleren Abfall der Funktion fiir steigende Zer-
fallsraten .

Dieses Beispiel zeigt, dass eine eindeutige Losung einer Differentialglei-
chung nicht allein durch das Losen der Gleichung selbst erreicht wird, son-
dern erst durch die Vorgabe von Anfangsbedingungen. Offensichtlich ist
die Anzahl der benétigten Anfangsbedingungen gerade gleich der Ordnung
der Differentialgleichung.
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Abbildung 5.1: Die Losung (5.10) fiir das Verhéltnis M (¢) /M, fir die Zerfalls-
raten v = 0.1, vy = 0.5 und v = 1.

Methode 2: Trennung der Variablen

Die zweite Methode, die wir uns ansehen wollen, ist die Trennung der Va-
riablen. Obwohl diese Methode recht einfach umzusetzen ist, miissen einige
Zwischenschritte etwas genauer untersucht werden (obgleich ohne Beweis).
Nehmen wir an, wir kennen die Menge M zu einer Zeit {. Dann kénnen wir
die Menge M zu einer spéteren Zeit t + At durch eine Taylorentwicklung
abschétzen als
dM

M(t+ At) = M(t) + ﬁAt = M(t) — yM(t)At, (5.11)
wobei wir im zweiten Schritt die Differentialgleichung (5.4) verwendet haben.
Diese Gleichung lasst sich weiter schreiben als

M(t+ At) — M(1)
M(t)

= —vAt. (5.12)

Diese Gleichung gilt fiir alle Zeiten ¢ und wird insbesondere immer genauer,
je kleiner At gewihlt wird.

Nehmen wir an, wir wollten die Losung der Differentialgleichung (5.4) von
einer Anfangszeit ty = 0 bis zu einer gewissen endlichen Zeit ¢ bestimmen.
Wir teilen dieses Zeitintervall in N gleiche Zeitintervalle Aty = t/N auf, so
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dass der n-te Zeitschritt ¢, = nAty mit to = 0 und ¢ = t lautet. Fiir jeden
Zeitschritt n kann also Gleichung (5.12) als
M(tn+1) - M(tn)
M)

= —yAt (5.13)

geschrieben werden. Wir summieren nun beide Seiten iiber alle n,

Z_: M(t"?\}) (;L)M(t“> =— Z_: At, (5.14)

wobei wir sehen, dass beide Seiten Riemannsche Summen darstellen. Bei klei-
ner werdendem At, d.h. bei groflerer Anzahl N der Zeitintervalle, verbessert
sich die Ndherung der Integrale immer mehr, und im Limes N — oo kénnen

wir
M(t) t

dM’
= —'y/dt’ (5.15)
M (0) 0

schreiben, wobei der Strich an den Variablen andeuten soll, dass es sich hier-
bei nur um Integrationsvariablen handelt und nicht um die Integrations-
grenzen. Offensichtlich treten in Gleichung (5.15) beide Variablen auf beiden
Seiten getrennt auf. Die Gleichung wird nun integriert zu
M(t) M(t)

In M’ =ln——>=—vt = M(t)=Me " 5.16

" M(0)=My t M 7 ®) e (5.16)
was exakt dieselbe Losung von (5.4) ist, die wir auch schon iiber den Expo-
nentialansatz gefunden haben.

Was zunéchst einigermassen beschwerlich aussieht, ldsst sich natiirlich
auch einfacher herleiten, allerdings nicht ganz mathematisch exakt. Dazu
schreiben wir die Differentialgleichung (5.4) um als

dM

— = —xdt. 5.17

= (5.17)
Offensichtlich ist Gleichung (5.15) die diskrete Version der Gleichung (5.17).
In diesem Fall interpretieren wir das Symbol dM/dt als den Bruch zweier
Zahlen dM und dt und nicht als Differentialoperator der Funktion M. Diese
nicht ganz saubere Interpretation gilt nur fiir Zwischenschritte innerhalb der
Integration von ¢ = 0 bis zu einer spéteren Zeit .
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Der Vorteil der Methode der Trennung der Variablen ist ihre einfache
Handhabung. Es ist normalerweise sehr einfach moglich zu erkennen, ob ei-
ne gegebene Differentialgleichung einfach trennbar ist. Thr Nachteil besteht
darin, dass sie ausschliefllich fiir Differentialgleichungen erster Ordnung (al-
lerdings auch fiir nichtlineare Gleichungen) angewandt werden kann. Der
Exponentialansatz funktioniert ebenfalls fiir Differentialgleichungen héherer
Ordnung, allerdings immer nur fiir lineare Gleichungen.

5.2.2 Beispiel 2: Ausbreitung von Epidemien

Als weiteres Beispiel fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung wollen wir
uns ein Modell fiir die Ausbreitung von Epidemien ansehen, das zum ersten
Mal in Jahre 1760 von Daniel Bernoulli fiir die Modellierung der Ausbreitung
von Pocken benutzt wurde. Im Prinzip funktioniert die gesamte Epidemio-
logie nach demselben Muster: aus Annahmen und einigen wenigen bekann-
ten Charakteristiken wird ein Modell gebildet, dann gelost und aus den Er-
gebnissen durch Variation von Anfangsbedingungen verschiedene Szenarien
getestet, die dann zu moglichen Strategien zur Bekdmpfung der Epidemie
fithren. Modellbildung und Losung von Differentialgleichungen wird heutzu-
tage ebenso von Sicherheitsorganisationen fiir die Risikoabschétzung fiir die
Ausbreitung von Kernwaffen wie dirty bombs unter Terroristen verwendet.

Fiir unser epidemiologisches Modell teilen wir die Bevolkerung in zwei
Gruppen auf: diejenigen, die die Infektionskrankheit noch nicht besitzt und
infiziert werden konnen (Anteil z an der Gesamtbevolkerung) und diejenigen,
die die Krankheit schon besitzen und andere infizieren konnen (Anteil y and
der Gesamtbevolkerung). Wir nehmen an, dass jederman zu genau einer der
beiden Gruppen gehort und damit « +y = 1 gilt. Wir stellen nun drei
Annahmen auf, wie sich die Infektion ausbreitet:

1. The Infektion breitet sich nur durch direkten Kontakt zwischen infizie-
ren und nicht infizieren Personen aus (z.B. in Menschanansammlungen
etc.).

2. Der Anteil der infizierten Personen erhoht sich mit einer Rate v pro-
portional zu der Anzahl solcher Kontakte.

3. Beide Bevolkerungsgruppen koénnen sich frei untereinander bewegen,
sie sind also unkorreliert. Damit ist die Anzahl der Kontakte gerade
gleich xy.
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Die aus diesen drei Annahmen resultierende Differentialgleichung lautet
dy _
dt

wobei wir im zweiten Schritt benutzt haben, dass x+y = 1 gilt. Als Anfangs-

bedingung geben wir den Anteil der infizieren Bevolkerung y(0) = o vor. Of-
fensichtlich ist die Differentialgleichung (5.18) nichtlinear und wir kénnen den

Exponentialansatz nicht verwenden. Das heisst, wir benutzen die Methode

der Trennung der Variablen und schreiben

Ay
y(1—y)

Integrieren wir nun auf beiden Seiten, so erhalten wir

yry = (1 - y)y, (5.18)

=~y dt. (5.19)

y(t) t
y(t)

dy’ /', Y

———— =7 [d' =1In - = 7t. 5.20
[ 7w T o 20

Yo 0

Wir lésen nun die Gleichung nach y(¢) auf und erhalten
Yyoe™"

t)= ————| 5.21
y( ) 1_y0(1_e»yt) ( )

Das Verhalten der Losung (5.21) ist in Abbildung 5.2 dargestellt. Wir se-
hen sowohl an der Losung (5.21) als auch an dem Graphen, dass fiir al-
le yo > 0, also selbst fiir einen beliebig kleinen Anteil der anfinglich infi-
zierten Bevolkerung, eventuell die gesamte Bevolkerung infiziert wird, also
y(t — o00) — 1. Der Punkt y = 1 ist demzufolge stabil und der Punkt
y = 0 instabil. Mit der genauen Definition von Stabilitdt werden wir uns im
folgenden Kapitel auseinandersetzen.

5.2.3 Nichtlinearititen und Stabilititsanalyse

Wir haben in unserem kleinen Beispiel gesehen, dass bei nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen verschiedene Anfangswerte zu unterschiedlichem Lésungs-
verhalten fithren kann. Wir wollen uns diesem Ph&nomen etwas néher zu-
wenden. Wir beginnen mit einer Differentialgleichung erster Ordnung in der
Form

dy
3;—f@J% (5.22)
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y(t)

—  y,=0.001

— y0=0.01
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Abbildung 5.2: Anteil der infizierten Personen y(¢) bei verschiedenen An-
fangswerten y(0) = ypo.

wobei A ein reeller Parameter ist. Ein Fixpunkt dieser Differentialgleichung
ist eine solche Losung g(z), fir die dy/dez = 0 fiir alle x gilt, demzufolge
ist f(g,A) = 0. Wir schauen uns nun an, was passiert, wenn wir ein kleines
Stiick Ay von einem solchen Fixpunkt weggehen. Wir erhalten

dy _dy  d(Ay) _ d(Ay)

e e AR oY AR (5.23)

Entwickeln wir die Funktion f(y,A) in eine Taylorreihe um den Punkt g, so
folgt fiir die Entwicklung der Stérung Ay

d(Ay) _ df(y, )
de  dr  ly=g

Ay = f, (7, A)Ay. (5.24)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, die wir schon ein-
mal gelost haben. Die Storung verhélt sich also wie

Ay(z) = Ay(0)efv@Ne, (5.25)

Das heisst, sobald der Realteil der Ableitung der Funktion f negativ ist, wird
eine anfingliche Storung allméahlich abklingen, die Losung heisst stabil. Ist
hingegen der Realteil der Ableitung der Funktion f positiv im Punkt g, so
wiéchst selbst eine noch so kleine Storung exponentiell an, die Losung ¢ ist
also instabil.

In unserem Beispiel (5.18) ist die Funktion f(y) = y(1—y). Die Fixpunkte
sind offensichtlich ¢; = 0 und g, = 1. Die Ableitungen der Funktion an den
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beiden Fixpunkten sind f,(7; = 0) =1 und f, (g2 = 1) = —1. Damit ist, wie
wir schon durch explizites Losen der Gleichung (5.18) gesehen haben, der
Fixpunkt ¢; = 0 instabil, der Fixpunkt g = 1 aber stabil.

Wenn die Funktion f noch von einem Parameter A abhingt, so hingt
das Stabilitdsverhalten der Fixpunkte auch noch von A\ ab. Eine qualitati-
ve Anderung des Losungsverhaltens einer Differentialgleichung nennt man
Bifurkation.

Sattelpunktsbifurkation

Sei nun unsere Differentialgleichung vom quadratischen Typ,

d
YA+ 42 (5.26)

dx

Die Fixpunkte dieser Gleichung héngen von dem (reellen) Parameter A ab.
Dieser wird auch Bifurkationsparameter genannt. Die Ableitung der Funk-
tion f ist f,(y, \) = 2y. Damit erhalten wir folgendes Verhalten:

e )\ < 0: Fixpunkte bei § = /|A| (instabil) und § = —/|\] (stabil)

e )\ = 0: nur ein Fixpunkt bei § = 0, weder stabil noch instabil, Bifurka-
tionspunkt

e )\ > 0: keine Fixpunkte

Das Verhalten der Fixpunkte ist in dem Bifurkationsdiagramm 5.3 darge-
stellt. Dies ist ein Beispiel fiir eine Sattelpunktsbifurkation.

Pitchforkbifurkation

Als néchstes betrachten wir eine nichtlineare Differentialgleichung vom ku-
bischen Typ,
dy
dr

Die Fixpunkte konnen wie folgt charakterisiert werden:

Ny — (5.27)

e )\ < 0: ein stabiler Fixpunkt bei § = 0

e )\ = (: nur ein Fixpunkt bei y = 0, weder stabil noch instabil, Bifurka-
tionspunkt
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Abbildung 5.3: Bifurkationsdiagramm fiir die Gleichung (5.26).
e )\ > 0: zwei stabile Fixpunkte bei § = v/ und ein instabiler Fixpunkt
bei g =0
Das Verhalten dieser sogenannten Pitchfork- oder Heugabelbifurkation
ist in Abbildung 5.4 dargestellt.
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Abbildung 5.4: Bifurkationsdiagramm fiir die Gleichung (5.27).

Transkritische Bifurkation
Die transkritische Bifurkation wird durch die Differentialgleichung

dy _

e ry(1—y) —py (5.28)
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beschrieben, die fiir p = 0 und r = A in die Gleichung (5.18) tibergeht. Die
Gleichung (5.28) wird zur Modellierung des Erzeuger-Verbraucher-Problems
in der Okonomie verwendet. In diesem Fall wird mit der Variablen y die
zur Verfiigung stehenden Resourcen bezeichnet, r ist die Wachstumsrate (die
sowohl positiv als auch negativ sein kann), und py ist der Verbrauch propor-
tional zu den vorhandenen Resourcen. Die Fixpunkte sind § = 0 (stabil fiir
r—p<0)und g =1—p/r (stabil fiur » — p > 0). Die Bifurkation tritt bei
r = p auf.

Die Interpretation dieser Losungen ist anschaulich: wenn der Verbrauch
p grosser ist als die Produktion r, fallen die Resourcen auf Null ab. Im un-
gekehrten Fall pegeln sich die Resourcen bei einem von Null verschiedenen
Wert ein, der vom Verhéltnis von Wachstumsrate und Verbrauch abhéangt.

5.2.4 Inhomogene Differentialgleichungen

Wir kehren nun zuriick zu den linearen Differentialgleichungen erster Ord-
nung in der Form (5.3) und schreiben sie in der Form
dy

e a(z)y = f(z). (5.29)

Sowohl der Koeffizient a(x) als auch die Funktion f(z) hidngen dabei von
der Variablen x ab. Fiir diese allgemeine Differentialgleichung kann keine der
beiden bisher verwendeten Methoden direkt angewandt werden. Das Vorhan-
densein der Funktion f(z) macht Gleichung (5.29) zu einer inhomogenen
Differentialgleichung. Nehmen wir an, wir hiatten zwei unabhéngige Losungen
y1(z) und yo(z) gefunden. Die Differenz beider Losungen y;(x) — yo(x) ist
dann offensichtlich eine Losung der homogenen Gleichung d(y; — y2)/dx +
a(z)(y1 — y2) = 0. Wir bezeichnen die allgemeine Losung der homogenen
Differentialgleichung mit yuom(x). Das bedeutet, dass die beiden Losungen
y1(z) und ys(x) durch die Losung ypom () iber

Y2(%) = Ynom (7) + y1(2) (5.30)

verkniipft sein miissen. Die allgemeine Losungsmethode fiir inhomogene Dif-
ferentialgleichungen besteht nun darin, irgendwie eine partikulédre Losung
Ypart () zu finden. Die allgemeine Losung von (5.29) ergibt sich dann als
Summe aus der partikuldren und der allgemeinen homogenen Loésung zu

Y(@) = Yhom (%) + Ypari (@) | (5.31)
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Die partikulére Losung erhélt man iiber die Methode der Variation der
Konstanten. Wir suchen dabei eine Losung ypart (), die sich nur durch einen
Koeffizienten ¢(z) von der homogenen Losung ynom () unterscheidet,

Ypart (1’) = C(x)yhom(x)- (532)

Geht man mit diesem Ansatz in die Differentialgleichung (5.29), so findet
man
dynom(z)  de(z)
(z) dz * dz

Da yhom(x) die Losung der homogenen Differentialgleichung sein soll, ist
AYnom () /dx + a(x)Ynom(x) = 0 und es bleibt

de(x)
dz

itbrig, womit als Bestimmungsgleichung fiir den unbekannten Koeffizienten

¢(x) noch das Integral
c(x) = /d:r /() (5.35)
Yhom (x)
zu losen ist. Wie iiblich ist das Integral nur bis auf eine Integrationskonstante
bestimmt, die in die homogene Losung gesteckt werden kann. Damit steht
die vollstdndige Losung der inhomogenen Differentialgleichung (5.29) fest.
Als einfaches Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung

Yhom (7) + a(2)e(x)ynom () = f(2). (5.33)

Ynom () = f(x) (5.34)

— —xy =2z, (5.36)

dessen allgemeine homogene Losung durch Trennung der Variablen zu
Yhom (7) = ce™ /2 (5.37)

zu finden ist. Variation der Integrationskonstanten c liefert das Integral
c(x) = /dm 2we /% = —2e7"/2 (5.38)
Die vollstandige Losung von (5.36) ist damit

y(x) = =2+ ce” /2, (5.39)

was man durch Einsetzen nachpriift.
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5.3 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung treten iiberall in der Physik
und der Ingenieurstechnik auf. Als Beispiel seien das zweite Newtonschen Ge-
setz der Mechanik genannt oder das Gesetz, das den Ladungsfluss in elektri-
schen Schaltungen beschreibt. Zum anderen lassen sich einige partielle Diffe-
rentialgleichungen wie die Diffusionsgleichung oder die Schrodingergleichung
in der Quantenmechanik unter gewissen Annahmen in lineare Differential-
gleichungen zweiter Ordnung {iberfithren. Wir konzentrieren uns vorwiegend
auf Gleichungen mit konstanten Koeflizienten, die sich mit dem Exponenti-
alansatz 16sen lassen.

Die allgemeine Form einer linearen homogenen Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist

d*y dy by — 4

@JFQ%JF y =0, (5.40)
wobei @ und b bekannte Grossen sind. Die Linearitit der Gleichung (5.40)
hat zur Folge, dass eine lineare Superposition

y(r) = c1yi(r) + caya(z) (5.41)

zweier Losungen y;(x) und yo(z) ebenfalls eine Losung von (5.40) ist. Die-
ses wichtige Resultat, das Superpositionsprinzip, zeigt man leicht durch
direktes Einsetzen in die Differentialgleichung.

5.3.1 Das charakteristische Polynom

Wir verwenden den Exponentialansatz y(z) = ¢** in Gleichung (5.40) und
finden
(A2 + a) + b)e = 0. (5.42)

Da die Exponentialfunktion fiir endliche Werte von A niemals verschwindet,
muss der Vorfaktor in Klammern Null werden. Das ist das charakteristische
Polynom der Differentialgleichung (5.40)

N4+ad+b=0, (5.43)

110



dessen Losungen
a2

a
Mo=——=114/— =0 44
1,2 5 1 (5.44)

sind. Die allgemeine Losung von (5.40) ist dann eine lineare Superposition
der Form y(z) = c;eM? + cpe*2®. Allerdings miissen wir verschiedene Fille
unterscheiden, je nachdem wie die Koeffizienten a und b beschaffen sind.

Diskriminante D = a?/4 — b > 0:

In diesem Fall sind beide Losungen A o des charakteristischen Polynoms reell
und negativ, A\; o < 0. Wir erhalten also auf jeden Fall exponentiell geddmpfte
Losungen. Die allgemeine Losung lautet demzufolge

y(z) = €M% 4 et = o7/ (616‘/59: + coe” Dw)
e~/ [(cl + ¢3) cosh VD 4 (¢ — ¢3) sinh \/533} , (5.45)

wobei wir die Bezichungen cosh x & sinh z = e** verwendet haben. Die Kon-

stanten ¢; und c¢o werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Offen-
sichtlich gilt fiir z = 0:

y(O) = + Co, (546)
y'(O) = ClAl + CQ/\Q = —(Cl + CQ)@/Z + \/E(Cl — Cg). (547)

Damit folgt als Losung

_ YO =y . Y'0) —yO)A .
ylx) = ﬁek —ﬁe’\ (5.48)

_ e—a:}c/2 cos x y/(O) + y(())a/2 sin T
= y(0) cosh VD + 7 hvDz| . (5.49)

Weil die Losungen der charakteristischen Gleichung beide negativ sind, fillt
die Losung streng monoton von y(0) zu Null ab.

Diskriminante D = a?/4 — b < 0:

In diesem Fall sind die Losungen A, o des charakteristischen Polynoms kom-
plex konjugiert zueinander, A; = A\5. Die allgemeine Losung von (5.40) lautet
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demnach
Y(z) = ceMT 4 et = emw/? <C161V Pl 4 eyt ‘D|z)

e~ w/2 [(cl + ¢3) cos VD + i(¢; — ¢3) sin \/Ex} . (5.50)

hier haben wir die Beziehungen cos x4 sin x = e verwendet. Mit den An-
fangsbedingungen y(0) und 4'(0) finden wir analog zu der obigen Rechnung

Y0 = yOA o YO0 —yOM o

ylx) = T)\Te B WY (5.51)
= ¢ /2 y(0)cos+/|Dl|x Wsm D x] .(5.52
[y( ) Dl + D] [Dlz| . (5.52)

Die Losung besteht aus einem Term, der mit der Frequenz +/|D| oszilliert,
und einem Dampfungsterm mit einer Dadmpfungskonstanten a/2.

Diskriminante D = a?/4 — b = 0:

Dieser Fall ist besonders interessant, weil es scheint, als ob nur eine einzi-
ge Losung existieren wiirde, da A\; = Ay = —a/2 ist. Das kann aber nicht
sein, da eine Differentialgleichung zweiter Ordnung durch zwei Anfangsbe-
dingungen spezifiziert wird, was zwei unabhéingige Losungen erfordert. Die
Differentialgleichung (5.40) wird also durch den Ansatz y,(z) = e gelost,
wenn A = —a/2 gesetzt wird. Da A aber vorerst ein beliebiger kontinuierli-
cher Parameter ist, kann nach ihm differenziert werden, bevor wir A = —a/2
setzen. Wir berechnen also

d [d*(e™) d(eM) d*(xe?) d(ze®)

7 b Az _ b Az
| a0 e T g 0T gy e
= 2\ +a)e™ + (A + a) + b)(we).
(5.53)
Setzen wir hier A = —a/2, so verschwinden beide Terme auf der rechten Seite

unabhingig voneinander. Das heisst aber nichts anderes, als dass ys(z) =
xe™ unsere gesuchte zweite unabhingige Losung ist. Die allgemeine Losung
der Differentialgleichung (5.40) ist demnach

y(r) = (c1 + cow)e /2, (5.54)
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Die Losung ist ebenfalls exponentiell geddmpt (fiir @ > 0). Mit den Anfangs-
bedingungen y(0) und ¢'(0) finden wir schlussendlich

y(@) = [y(0) + (¥/(0) +y(0)3 ) 2] 2 (5.55)

5.3.2 Der harmonische Oszillator

In diesem Abschnitt werden wir uns ein konkretes physikalisches Beispiel an-
sehen, das alle drei unterschiedliche behandelte Falle realisiert. Dazu stellen
wir uns eine Masse m vor, die an einer Feder mit einer Federkonstanten k
und Dampfungskonstanten r senkrecht im Gravitationsfeld der Erde (Gravi-
tationskonstante g) héngt (sieche Abb. 5.5).

7

m

Abbildung 5.5: Federschwinger der Masse m im Schwerefeld der Erde mit
Federkonstante & und Reibungskonstante r.

Das zweite Newtonsche Gesetz fiir die Auslenkung des Oszillators gibt

d*x dx
mo = —kx — T T Mg, (5.56)
was in die Gleichung
fo rdo k| (5.57)
— 4+ ——+—x = .
a2 " mdt om0

umgeschrieben werden kann. Der inhomogene Term ¢ lasst sich durch die
Einfithrung der neuen Variablen —mg/k anstelle von x eliminieren. Die Posi-
tion —mg/k ist die Gleichgewichtslage des Federschwingers. Durch Einfiithren
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des Reibungsparameters v = r/m und der Eigenfrequenz w2 = k/m des Os-
zillators kann die Differentialgleichung fiir die Auslenkung des Federschwin-
gers aus seiner Ruhelage —mg/k in der Form

d*z dx 9
W 4 ’)’a + wyz =0 (5.58)

geschrieben werden.

Gleichung (5.58) ist nun genau in der Form (5.40), wobei wir die Koeffizi-
enten mit a = vy und b = w3 identifizieren. Die Diskriminante wird damit zu
D = ~%/4 — w2. Wir unterscheiden wieder die drei Félle positiver, negativer
bzw. verschwindender Diskriminante.

Diskriminante D = ~%/4 — w? > 0:

In diesem Fall sind die beiden Losungen des charakteristischen Polynoms

2
M=—dp /T ow =

; . Y RRA— (5.59)

R
2 4
Setzen wir fiir die Anfangsbedingungen z(0) = z¢ und dz/dt|;—o = 0 ein, so

wird die Losung
Lo

t:
o) =575,

(/\16’\2t - )\QGAlt) . (560)

Da die Dampfung v grosser ist als die Eigenfrequenz des Oszillators (genauer,
v > 2wy), spricht man vom iiberddmpften Fall. Wir haben schon bei der
allgemeinen Behandlung gesehen, dass die Bewegung des Oszillators streng
monoton geddmpft ablduft.

Diskriminante D = 7?/4 — w? < 0:

In dem Fall negativer Diskriminante gilt offensichtlich v < 2wy, das heisst,
dass die Schwingungen gegeniieber der Dédmpfung dominiert. Damit sprechen
wir vom schwach geddmpften Fall. Wie wir in der allgemeinen Betrachtung
gesehen haben, sind die Losungen des charakteristischen Polynoms komplex
konjugiert zueinander,

M= =2 i —ed, =T iy —ut (5.61)



Wir schreiben die Losung der Differentialgleichung fiir die Anfangsbedin-
gungen z(0) = o und dz/dt|;—o = 0 wieder in der Form (5.60), modifizie-
ren sie aber leicht, um die physikalischen Eigenschaften hervorzuheben. Die
Losungen des charakteristischen Polynoms \;, schreiben wir in Polarform
als

A= [Me®, Ay = |Ne T, (5.62)

wobei beide Losungen den gleichen Betrag |A\| = wy haben und sich nur um
die Phase ¢ unterscheiden, die sich aus den Beziehungen

v/ |D
sinp = — D] , Cosp = —QL (5.63)
«wo wo

gewinnen laft.
Fiithren wir die Bezeichnung w = /| D] ein, dann kann die Losung (5.60)
geschrieben werden als

zoe 2
x(t) = [(A1 — Ag) coswt + (A + Ag2) sinwt]
A — Ay
—vt/2
= —% sin (¢ + wt) . (5.64)

Obwohl die Losungen A; 2 des charakteristischen Polynoms komplexe Zah-
len sind, ist die Losung der Differentialgleichung reell. Wie wir sehen, hingt
sie von der Phase ¢ ab. Die Schwingungsfrequenz ist nicht mehr die Eigen-
frequenz wy selbst, sondern ist modifiziert zu w = /w2 —~2/4. Man priift
leicht nach, dass fiir t = 0 die Losung (5.64) bei 2(0) = z mit dz/dt|,—o = 0
startet, wie wir gefordert hatten.

Diskriminante D = ~%/4 — w? = 0:

Im Falle kritischer Dampfung, wenn die Diskriminante D verschwindet,
gibt es nur eine Losung des charakteristischen Polynoms, A = —v/2. Mit den
Anfangsbedingungen z(0) = zo und dz/dt|;—¢ = 0 wird damit die Losung
der Differentialgleichung zu

z(t) = o (1 v %t) e2, (5.65)

Es tritt also iiberhaupt keine Schwingung mehr auf, sondern nur ein schnel-
ler exponentieller Abfall. Kritischer Dampfung ist der schnellste Weg, einen
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Oszillator wieder in seine Ruhelage zuriickzubringen. Stofidampfer in Autos
und Tiirddmpfer an Mobeln funktionieren nach diesem Prinzip.

Die drei Fille unterkritischer, kritischer und iiberkritischer Démpfung
sind in Abbildung 5.6 dargestellt. Als Anfangsbedingungen wurden z(0) =

Abbildung 5.6: Die drei Félle unterkritischer (y = 0.5wy), kritischer (7 = 2wy)
und iiberkritischer (7 = 4wp) Dampfung eines harmonischen Oszillators fiir
die Anfangsbedingungen x(0) = zo = 1 und dx/dt|;—o = 0.

xo = 1 und dx/dt|;—g = 0 gew#hlt. Man erkennt, dass alle Losungen diese
Anfangsbedingungen erfiillen und bei ¢ — 400 gegen Null streben, wobei die
kritisch geddmpfte Losung am schnellsten von allen verschwindet.

5.3.3 Lo6sung inhomogener Differentialgleichungen

Nachdem wir uns die Eigenschwingungen des gedampften harmonischen Os-
zillators angeschaut haben, werden wir uns nun getriebenen Schwingungen
und den dabei entstehenden Resonanzphidnomenen zuwenden. Resonanzen
entstehen immer dann, wenn ein oszillierendes System periodisch von aussen
angeregt wird. Mathematisch gesehen heisst das, dass wir uns nun inhomo-
genen Differentialgleichungen, also solchen mit einem treibenden Term auf
der rechten Seite, zuwenden miissen. Fiir einen harmonischen Oszillator der
Masse m und einer Federkonstanten k heisst das, die inhomogene Differenti-
algleichung

m— +r— + kz = F(t) (5.66)



zu lésen, wobei F'(t) eine moglicherweise zeitabhéngige externe Kraft ist.

Aus unserer allgemeinen Diskussion inhomogener Differentialgleichungen
ist uns schon bekannt, dass die allgemeine Losung der Gleichung (5.66) eine
lineare Superposition der homogenen Losung zpom(t) und einer partikuldren
Losung xpar(t) ist. Da wir die homogene Losung im vorherigen Kapitel schon
behandelt haben, konzentrieren wir uns auf die partikulire Losung. Bevor wir
uns einer allgemeinen Losungsmethode zuwenden, schauen wir uns einige
wichtige Beispiele an.

Konstante treibende Kraft

Im einfachsten Fall hat die treibende Kraft F'(¢) nur einen konstanten Wert
Fy = mfy. Die Differentialgleichung (5.66) lautet demnach

APz dr
— +

R +wiz = fo, (5.67)

wobei wir wieder die Bezeichnungen y = r/m fiir die Reibungskonstante und
w2 = k/m fiir die Eigenfrequenz des Oszillators eingefiihrt haben. Die so er-
haltene Differentialgleichung l&t sich durch die Substitution & = x — ¢ mit
zg = fo/w? auf eine homogene Differentialgleichung fiir Z zuriickfiihren. Das
bedeutet, dass in diesem Fall die Losung wiederum eine geddmpfte Schwin-
gung ist, allerdings um die modifizierte Ruhelage z(0) = fo/w3.

Linear wachsende treibende Kraft

Im néchsten Beispiel betrachten wir eine linear wachsende Kraft F'(t)/m =
ct, die einen ungeddmpften harmonischen Oszillator antreibt. Die Differenti-
algleichung lautet also

x = ct. (5.68)

Da wir wissen, dass die homogene Losung eine Uberlagerung von sinusartigen
Schwingungen ist, suchen wir eine Losung der Form

x(t) = ¢1 coswpt + co sinwpt + Tpart (1), (5.69)

wobel wir den Ansatz Zp,.(t) = at versuchen. Fiir den unbekannten Koeffi-
zienten a finden wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung a = c¢/w?.
Die Koeffizienten ¢; und ¢, folgen dann aus den Anfangsbedingungen. Zum
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Beispiel wird fiir x(0) = xo = 1 und dz/dt|;—¢ = 0 die Losung unserer Diffe-
rentialgleichung

3

x(t) = xo coswot — £ sin wot + %t. (5.70)
Wo wWo

Die Losung wichst demnach linear mit der Zeit an und oszilliert um die
Gerade z(t) = (c/w)t.

Periodische treibende Kraft

Eine interessantere Situation tritt auf, wenn die treibende Kraft eine zeitlich
periodische Funktion darstellt. Nehmen wir an, die externe Kraft habe die
Form P
4
£ = acos wt. (5.71)
m

Wir suchen die partikuldre Losung ebenfalls in der Form
Tpart () = Acoswt. (5.72)

Mit den Ableitungen dapay/dt = —Aw sinwt und d*zpu/dt? = — Aw? cos wit
finden wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung (5.66) fiir den Spezi-
alfall v = 0 die Losung

a
Tpary = —3—— €O wt. (5.73)

Die allgemeine Losung des periodisch getriebenen ungeddmpften harmo-
nischen Oszillators ist demnach

z(t) = c1 coswpt + cpsinwpt + — - 5 coswi . (5.74)
wh — w

Offensichtlich divergiert aber die partikuldre Losung, sobald die Frequenz
der treibenden Kraft in die Ndhe der Figenfrequenz des Oszillators kommt.
Die Amplitude des Oszillators schaukelt sich {iber alle Grenzen auf. Dieses
Phénomen nennt man Resonanz. In Anwesenheit von Dampfung wird die
Losung etwas komplizierter, behélt aber eine dhnliche Form. Die Amplitude
wird im Resonanzfall immer noch sehr grof}, bleibt aber im Gegensatz zum
ungedampften harmonischen Oszillators endlich.
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Die Dampfung von Resonanzen ist in der Ingenieurstechnik sehr wichtig.
Beispielsweise konnen im Extremfall durch Resonanzen Briicken zum Ein-
sturz gebracht werden. Das beriihmteste Beispiel ist die Tacoma Narrows
Bridge im US-Bundesstaat Washington, die im Jahre 1940 nach einem star-
ken Seitenwind in Torsionsschwingungen versetzt wurde und zerbrach (siehe
Abb. 5.7). In etwas unspektakuldrerer Weise wurde nur zwei Tage nach ih-

Abbildung 5.7: Die Tacoma Narrows Bridge nach ihrem Einsturz im Jahre
1940. Bildnachweis: Wikipedia.

rer Eroffnung im Jahre 2000 die Londoner Millenium Bridge (‘the wobbly
bridge’) fiir den FuBgingerverkehr wieder geschlossen, nachdem die auftre-
tenden Resonanzen nicht geniigend geddmpft wurden. Wie sich herausstellte,
lag die niedrigste Figenfrequenz der Briicke bei etwa 1 Hz und konnte somit
von Fulgédngern angeregt werden. Durch die Schrittanpassung der Besucher
wurde die Schwingung immer weiter angeregt.

Wir kehren kurz zur allgemeinen Losung (5.74) zuriick und bestimmen
die noch unbekannten Koeffizienten fiir eine anfénglich in Ruhe befindliche
Masse, also fiir die Anfangsbedingungen z(0) = 0 und dz/dt|;—o = 0. Aus
der ersten der beiden Bedingungen erhalten wir ¢; = —a/(w2 — w?) und aus
der zweiten Bedingung c; = 0. Die Losung des Anfangswertproblems ist also

x(t) = 7 iwz (coswt — cos wyt). (5.75)
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Mithilfe der Identitét cos aw —cos f = —2sin(a+ ) /2 sin(a — 3)/2 folgt dann

t —w)t
: a . (wo +w) sin (wo — w) .
Wi —w 2 2

Das Verhalten der Losung x(t) ist im Abbildung 5.8 fiir die Parameter a = 1,

z(t) = 2 (5.76)

x(t)

10

L ol

PP

-10

Abbildung 5.8: Die Losung x(t) des periodisch getriebenen Oszillators mit
a = 1 fir die Anfangsbedingungen x(0) = 0 und dz/dt|;,—¢ = 0. Die Eigen-
frequenz ist wg = 1 und die Frequenz der treibenden Kraft w = 0.9.

wop = 1 und w = 0.9 dargestellt. Man erkennt eine schnelle Grundschwin-
gung der Summenfrequenz (wy + w)/2, die durch eine langsame Einhiillende
der Frequenz (wy — w)/2 iiberlagert ist. Beide Frequenzen erscheinen expli-
zit in Gleichung (5.76) als Argumente der beiden Sinusfunktionen. Dieses
Phénomen bezeichnet man auch als Schwebung.

5.3.4 Losung inhomogener Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung durch Variation der Konstanten

Wie auch fiir Differentialgleichungen erster Ordnung kénnen wir auch hier
die Methode der Variation der Konstanten zur Ermittlung der partikuldren
Losung einer inhomogenen Differentialgleichung heranziehen. Sei diese Diffe-
rentialgleichung in der Form

dé/:t(;) +ple)= = +al)y(z) = f(2) (5.77)

gegeben, wobei die Koeffizienten p(z) und ¢(z) selbst noch von der Variablen
x abhingen kénnen. Wir wissen schon, dass wir zwei linear unabhéngige

dy(x)

120



Losungen der homogenen Differentialgleichung (mit f(z) = 0) finden konnen,
die wir mit y;(z) und y2(z) bezeichnen wollen.
Wir suchen nun eine partikulére Losung zu (5.77) in der Form

Ypart (2) = 1 ()91 (2) + co(7)y2(7) (5.78)

mit zu bestimmenden Koeffizienten ¢; (x) und ¢y(x). Differenzieren wir (5.78),
so finden wir zunéchst

Bpanle) _ @) () denl) | des(a)

dz dz T dz dx dz va(@). (5.79)

Wir suchen nun die partikulére Losung in der Form, dass

dey () deo(z)

(@) + 2 () = 0 (5.50)

wird. Mit dieser Bedingung wird die Differentialgleichung (5.77) zu

@+ e @) L 4 g0
*Ys

+eae) ™ 4 st ) 4 gt

dx
+dcl(:c) dy,(x) N dey(z) dyo ()
dx dx dx dx

= f(x). (5.81)

Die beiden Terme in eckigen Klammern verschwinden, weil wir angenommen
haben, dass y;(z) und ys(x) Losungen der homogenen Differentialgleichung
sind. Damit bleibt als Bedingungsgleichung fiir die unbekannten Koeffizienten
c1(x) und co(x)

der(a) dys(a) | dea(a) dn()

dx dz dz dr f(@). (5:82)

Zusammen mit Gleichung (5.80) haben wir damit zwei Gleichungen fur die
Ableitungen der unbekannten Koeffizienten, die wir in Matrixform

yi(x) yz(w))_ dcﬁz?) :( 0 > 5.83
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schreiben konnen. Multipliziert man beide Seiten mit dem Inversen dieser
sogenannten Fundamentalmatrix, so bleibt

dey (z) dys ()

a7l D i GO AN

deslr) | = Wia) dyi(z) @) <f<x)), (5.84)
dx dx

wobei wir mit W die sogenannte Wronskideterminante

yi(x)  ya(z)
dyi(z)  dya(z)
dx dx

bezeichnet haben. Wie in der Vektoralgebra findet man, dass zwei homogene
Losungen, deren Wronskideterminante nicht identisch verschwindet, linear
unabhéingig voneinander sind.

Ausgeschrieben heisst (5.84), dass die beiden Integrale

() f(x) () f(x)
c(z) = —/dx W) co(x) = /dx W) (5.86)

W(z) = (5.85)

zu losen sind. Wie erwartet, gibt es hier zwei unabhéngige Integrations-
konstanten, die wieder zu den homogenen Losungen dazugeschlagen werden
konnen.

Als Beispiel fiir die Anwendung dieser Methode schauen wir uns noch
einmal den harmonischen Oszillator mit periodisch treibender Kraft fo(t) =
a coswt an. Die homogenen Lésungen des ungeddmpften Oszillators werden
Al

x1(t) = coswpt, xa(t) = sinwpt (5.87)

gewihlt. Deren Wronskideterminante ist gerade W = wy. Als partikulére
Losung erhalten wir somit

Tpart (t) = ¢1() coswot + c2(t) sinwyt, (5.88)

wobei sich die Koeffizienten ¢;(t) und cy(t) zu
¢

a ! 2 / /
c(t) = —— [ dt’sinwpt’ coswt’ + dy,

«“o

t
o(t) = L at coswot! coswt’ + ds (5.89)
wo
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berechnen. Die Integrale findet man zu

t

.. , , wp €Os wot cos wt + w sin wyt sin wt
dt’ sinwgt' coswt’ = — ,

wi — w?
t
W Sin wot cos wt — w cos wyt sin wt
!/ ! !
/ dt' coswot' coswt’ = SR . (5.90)
Wi —w

Die Integrationskonstanten d; und ds bestimmen wir aus den Anfangsbedin-
gungen z(0) = 0 und dx/dt|;—op = 0 als
d=——2 " dy=0 (5.91)

2 _ 2
Wi — w

was, eingesetzt in den Ansatz (5.88), die gesuchte Losung

Tpart(t) = (cos wt — coswpt) (5.92)

wa — w?
ergibt, was genau der Losung (5.75) entspricht. Allerdings kann bei der Me-
thode der Variation der Konstanten eine beliebige treibende Kraft vorgegeben

werden.

5.3.5 Allgemeine Losungsmethode inhomogener Diffe-
rentialgleichungen (x)

Es gibt natiirlich auch eine allgemeine Methode zur Losung inhomogener Dif-
ferentialgleichungen. Diese bendotigt aber etwas die Einfiihrung etwas hoherer
Mathematik und soll hier nur der Vollstandigkeit halber angegeben werden.
Die Grundidee ist es, die Fundamentallosung der betreffenden Differenti-
algleichung zu bestimmmen, mithilfe derer beliebige Inhomogenitidten aus-
gewertet werden konnen. Dazu betrachten wir eine Differentialgleichung der
Form

n

S tn(t) dn;ff) _— (5.93)

m=0
Das ist offensichtlich eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir die
Funktion y(t), die von einer dufleren Kraft f(¢) getrieben wird. In unserer
bisherigen Vorgehensweise miissten wir eine partikuldre Losung fiir jedes f(t)
einzeln finden. Das ist ziemlich umsténdlich.
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Anstelle dessen suchen wir eine Losung der Gleichung

S an(t) dn;fﬂft) — (1), (5.94)

m=0

wobei §(t) die sogenannte Dirac’sche d-Funktion darstellt. Diese ist formal
wie folgt definiert:

5(t) :{ +gf’ i;g , /dtd(t) 1 (5.95)

—00

Die §-Funktion ist damit eine unendlich scharfe Spitze am Punkt ¢ = 0,
die eine endliche Fliche iiberdeckt. So eine Konstruktion widerspricht der
Definition einer normalen Funktion. Um mathematisch exakt zu sein, muss
man den Begriff einer verallgemeinerten Funktion einfithren, was aber hier
zu weit ginge. Am einfachsten (und mathematisch exakt) ist es, sich die -
Funktion als Grenzwert der Funktionenfolge
de(x) = ie_m%

e

(5.96)

fiir e — 0 anzusehen, die immer schmaler und héher werdenden Gaufiglocken
entsprechen (siehe Abb. 5.9).

Abbildung 5.9: Die Diracsche §-Funktion als Grenzwert immer schmalerer
Glockenkurven.

In der Physik wird die §-Funktion immer dann verwendet, wenn es um
die idealisierte Beschreibung von Punktteilchen, also Massepunkten in der
Mechanik oder Punktladungen in der Elektrodynamik, geht.
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Die Losung E(t) der Gleichung (5.94) ist die sogenannte Fundamen-
tallésung der Gleichung (5.93). Hat man E(¢) bestimmt, so kann die Losung
y(t) fir jede beliebige Funktion f(¢) durch eine Faltung ermittelt werden,

oo o

y(t) = (Ex f)(t) = / dzE(2)f(t—2) = / dz E(t — 2)f(2). (5.97)

—0Q0 —0Q

Die Richtigkeit der Aussage weist man nach, indem man die Faltungseigen-
schaft der §-Funktion (f*0)(t) = (0% f)(t) = f(t) verwendet, was direkt aus
ihrer Definition folgt.

Die Fundamentallosung bestimmt man mithilfe des folgenden Verfahrens.
Man suche eine Losung Z(t) der homogenen Differentialgleichung

dmZ
m =0, 5.98
Z a dtm ( )

zum Beispiel iiber einen Exponentialansatz. Die Anfangsbedingungen werden
so gewahlt, dass

Z0)=2'0)=...=2"P =0, z"Y0)=1 (5.99)
gilt. Nun zeigen wir, dass die Funktion
E(t)=0(t)Z(t) (5.100)

mit der Heaviside-(Stufen-)funktion O(t) gerade die Fundamentallosung der
Gleichung (5.94) ist. Dazu benutzen wir, dass dO(t)/dt = (t) gilt, was si-
cherlich einzusehen ist, da der Sprung der Heavisidefunktion bei ¢t = 0 gerade
einem unendlich starken Anstieg entspricht. Dann gilt

dE(t) _ do(t) dZ (1)
dt dt Cdt

— 5(1)2(0) + 0 W _ gy 22l

dt
(5.101)

fiir alle einschliefllich der (n — 1)-ten Ableitung. Fiir die n-te Ableitung gilt
dann

EM() = &(H)z0 V(1) + et )Z(")() 3(t)Z"1(0) + ©(1) 2" (1)
= () 2" V0)+ oMz () =ot) + ez (). (5.102)

N 20) + e

Da Z(t) eine Losung der homogenen Gleichung ist, folgt, dass die so konstru-
ierte Funktion E(t) tatsichlich die Fundamentallésung von (5.94) ist.
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Lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Wir werden uns zwei kurze Beispiele ansehen, an denen diese Methode de-
monstriert werden soll. Zuerst betrachten wir eine Differentialgleichung erster
Ordnung der Form

dy(t)

W+ ay(t) = 1(0). (5.103)

Die Losung Z(t) der dazugehorigen homogenen Gleichung mit der Anfangs-
bedingung Z(0) = 1 kennen wir schon aus einem vorangegangenen Kapitel,
sie lautet einfach Z(t) = e~*. Damit ist die Fundamentallosung der Glei-
chung (5.103)

E(t) =0(t)e ™ (5.104)
und die vollstéindige Losung
y(t) = / dzO(z)e ¥ f(t — z) = /dz e f(t— z). (5.105)
oo 0

Somit kann fiir jede beliebige Funktion f(¢) die Losung von (5.103) sofort
hingeschrieben werden.
Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

Als néchstes sehen wir uns die Differentialgleichung zweiter Ordnung

TV | wtytn) = 10 (5.106)

an. Diese Gleichung ist uns schon als Schwingungsdifferentialgleichung eines
getriebenen ungeddmpften harmonischen Oszillators begegnet. Die Losung
Z(t) der dazugehorigen homogenen Gleichung mit den Anfangsbedingungen
Z(0) = 0 und dZ(t)/dt|;—o = 1 berechnet man zu Z(t) = (sinwyt)/t. Damit
wird die Losung der Gleichung (5.106)

o}

y(t) = / iz S0Z gy Ly (5.107)

Wo
0

Erinnern wir uns an die Diskussion zu Resonanzen, so hatten wir es mit
einer periodischen treibenden Kraft zu tun. Also setzen wir f(t) = acoswt
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und berechnen das Faltungsintegral zu
y(t) = a/dz sinwpz cosw(t — z). (5.108)
Wo
0

Formal divergiert dieses Integral, deshalb miissen wir uns mit einem Trick
behelfen. Wir schreiben die trigonometrischen Funktionen um in Exponenti-
alfunktionen und fithren einen konvergierenden Faktor ein, den wir am Ende
der Rechnung wieder entfernen werden. Wir schreiben also

o

y(t) — %wo /dZ [eiwozfez _ efiwozfez] [6iw(tfz)fez _ efiw(tfz)fez]
0

=0 a iwt —iwt _ 1 1
 ddwg (4 +e™) ( i(wo — w) N —i(wo —l—w))
a
_ t 5.109
wg _— cos wt, ( )
was nichts anderes ist als die partikuldre Losung (5.73). Allerdings konnen

mit dieser hier beschriebenen allgemeinen Methode auch andere treibende
Kréfte behandelt werden.

5.4 Systeme gekoppelter Differentialgleichun-
gen

In vielen Féllen hat man physikalische Situationen vorliegen, in denen eine
Variable zur Beschreibung des Systems nicht ausreicht. Zum Beispiel kann
man sich gekoppelte Pendel vorstellen, die mit Federn untereinander ver-
bunden sind. Jedem dieser Pendel wird man eine Koordinate zuordnen, so
dass ein System gekoppelter Differentialgleichungen entsteht. Diesem Pro-
blem wollen wir uns nun zuwenden.

Stellen wir uns folgende Situation vor: zwei Pendel gleicher Masse m
und Lange | werden nebeneinander gehéngt und mit einer Feder mit Fe-
derkonstanten k horizontal verbunden (siehe Abb. 5.10). Bezeichnen wir die
(kleinen) horizontalen Auslenkungen der Pendel mit z; und x9, so lauten die
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Abbildung 5.10: Gekoppelte Pendel der Linge /.
Bewegungsgleichungen

k
F+ %xl b (1) = 0, (5.110a)
m

it Loyt oy —2) = 0. (5.110b)
l m
In beiden Gleichungen tauchen beide Ortsvariablen gleichzeitig auf, so dass
jede Gleichung fiir sich nicht gelost werden kann, weil sie von der Losung der
jeweils anderen Gleichung abhéngt.
Man kann beide Gleichungen voneinander entkoppeln, wenn man die neu-
en Variablen
T =11+ 29, T_ =X — Ty (5.111)

einfiihrt. Fiir diese Variablen ergibt sich aus Addition bzw. Subtraktion von
(5.110a) und (5.110b) die Differentialgleichungen

Pyt %m = 0, (5.112a)
2%k

o+ o+ e = 0, (5.112b)
[ m

die nunmehr beide getrennt gelést werden kénnen. Man erkennt, dass die
jeweiligen Schwingungsfrequenzen verschieden sind. Man liest ab, dass w? =
g/l ist, aber dass w? = g/l + 2k/m gilt, obwohl die Eigenfrequenzen der
ungekoppelten Pendel gleich sind, w? = w3 = g/I.
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In diesem einfachen System kann man leicht erkennen, was passiert. Die
Variable x, beschreibt gerade eine Bewegung, in der beide Pendel ’in Phase’
schwingen. Effektiv sind damit beide Pendel entkoppelt und die Schwingungs-
frequenz ist gleich der Eigenfrequenz der ungekoppelten Pendel. Die Varia-
ble z_ hingegen beschreibt eine Bewegung, in der beide Pendel gegenléaufige
Schwingungen durchfiihren, also ’aufler Phase’ sind. Damit wird die Feder
zwischen beiden Pendeln aktiv und veréndert die Schwingungsfrequenz. Die
Variablen, in denen die Differentialgleichungen (5.110a) und (5.110b) entkop-
peln, nennt man Normalmoden oder Normalschwingungen.

Diese einfache Eliminierungsmethode funktioniert sicherlich nur fiir Syste-
me von wenigen gekoppelten Differentialgleichungen. Schreibt man (5.110a)
und (5.110b) in vektorieller Form, so erkennt man ein allgemeines Prinzip:

i’l - %—F% —% T
(2)- () () o

Die Eigenwerte der Matrix sind A\; = g/l und Ay = ¢/l42k/m, also offensicht-
lich genau die gesuchten Eigenfrequenzen der gekoppelten Schwingungen. Die
Eigenvektoren der Matrix liefern die dazugehorigen Eigenmoden x, und z_.
Die Diagonalisierung liefert die Matrixgleichung

(it) = (g gffﬁ) (if) : (5.114)

was zeigt, dass die Differentialgleichungen fiir die Normalmoden tatséchlich
entkoppeln.
Allgemein kann man gekoppelte Differentialgleichungen in der Form

X+ M-x=0 (5.115)

schreiben. Die Matrix M enthéilt die riicktreibenden Kréfte, die auf die Mas-
senpunkte an den Koordinaten xz; wirken. Bezeichnen wir die Matrix der
Eigenwerte von M mit A, dann gilt die Beziehung

M=D"'-A-D, (5.116)

wobei die Matrix D die Eigenvektoren von M enthélt. Setzt man diese Be-
ziehung in (5.115) ein, so erhdlt man

y+A-y=0, (5.117)
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wobei y = D - x die Eigenmoden bezeichnet. Die allgemeine Losung der
Matrixgleichung (5.117) ist eine Superposition aus trigonometrischen Funk-
tionen fiir jede Komponente ;. Uber die Riicktransformation x = D~! -y
erhélt man die Losung der Bewegungsgleichung fiir jedes individuelle Pendel.

Die Losungsmethode durch Matrixdiagonalisierung funktioniert natiirlich
in beliebigen Dimensionen, also fiir beliebig viele gekoppelte Differential-
gleichungen. Im Extremfall kann es sich dabei um unendlich viele Oszil-
latoren handeln. Solche Probleme treten in der Quantenmechanik und der
Festkorperphysik auf.
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