Kapitel 4

Integrale im Vektorfeld

In diesem Kapitel werden wir die Riemannschen Integrale von einer Dimen-
sion auf mehrere Dimensionen verallgemeinern und fiir skalare und Vektor-
felder definieren. Daraus folgen sehr wichtige Integralsitze, die mehrdimen-
sionale Integrale unterschiedlicher Art mit den Vektordifferentialoperatoren
verkniipft. Auf diese Weise erlangt man die Moglichkeit einer genaueren In-
terpretation von Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes.

4.1 Linien-, Oberflichen- und Volumeninte-
grale

4.1.1 Linienintegrale

Wir betrachten zuerst die wichtige Klasse der Linienintegrale, die sich sowohl
fiir skalare als auch Vektorfelder definieren lassen. Dazu geben wir uns eine
Kurve C15 im Raum vor, die vom Punkt P; zum Punkt P, laufen soll. Diese
habe die natiirliche Parameterdarstellung

r=r(s) = (2(5), y(s), 2(s)) (4.1)

mit dem Parameter s als der Bogenlidnge. Weiterhin sei f(z,y,z) ein Ska-
larfeld, das iiberall auf der Kurve Cy definiert ist. Dann ist f(x,y, z) auf
der Kurve (15 eine Funktion, die nur von der Bogenldnge s abhingt. Wir
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definieren nun

I= / F((s), u(s), 2(s))ds (4.2)

als das Kurvenintegral des Skalarfeldes f entlang der Kurve Ci5 von s = s
nach s = s5. Andere Schreibweisen sind

I= 7 f(s)ds = / £(s)ds (4.3)

C12

wobei P, und P; diejenigen Punkte sind, die den Parametern s; und sy ent-
sprechen. Eine wichtige Figenschaft des Kurvenintegrals iiber einem Skalar-
feld ist, dass es unabhéngig von der Orientierung der Kurve ist, also davon,
in welcher Richtung die Kurve durchlaufen wird.

Als Beispiel berechnen wir die das Kurvenintegral

Py
I = /(az2 — ) dx — 2xy dy (4.4)
Py
entlang der Kurve y = 222 von Py = (0,0) nach P, = (1,2). Als Parametri-

sierung withlen wir x = ¢ und y = 2¢?, also ist der Parameter ¢ € [0, 1]. Somit
wird das Kurvenintegral zu

1 1
dx dy 11
_ 2 0T, o 4y, 24y 1pd g ot
I= /(x Yy )dt dt Qxydt dt /[(t 4t%) — 16¢*dt 3 (4.5)
0 0

Integral iiber eine geschlossene Kurve

Wenn der Integrationsweg eine geschlossene Kurve C' darstellt, dann wird
das dazugehorige Kurvenintegral auch als

I= jif(s) ds (4.6)

geschrieben. Offensichtlich hiangt bei einer geschlossenen Kurve das Kurven-
integral nicht davon ab, von welchem Punkt aus die Bogenlinge gemessen
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wird. Als Beispiel wihlen wir die Berechnung des Umfangs einer Ellipse, die
durch z2/a® + y?/b* = 1 gegeben ist. Eine giinstige Parameterdarstellung ist
x=acos© und y = bsin© mit © € [0, 27]. Damit gilt

A A
<d@> n <dé> = (a?sin? O + b2 cos? ©)1/2 (4.7)
Zur Berechnung der Bogenldnge wird das zu integrierende Skalarfeld gerade
f =1, so dass

ds

6=

2m
l:/l(a2s1n2®+b2 cos? ©)1/2d0 (4.8)
0

wird. Wenn wir annehmen, dass a < b ist, dann fithrt man die Exzentrizitat
der Ellipse als e = y/1 — (a/b)? ein. Damit wird das Integral zu

/2
I =4b / (1 —¢?sin?©)"2de = 4bE(e) (4.9)
0

wobei E(e) das vollstandige elliptische Integral zweiter Art ist, dessen Rei-
hendarstellung

™ e (2n — 1)1 ? T 1 1-3¢t
E(e)==|1- = |l-z&®—————...
(€) 2[ ZQn—l( 2 > 2[ 2° T 243

n=1

lautet.

Kurvenintegrale iiber Vektorfelder

Sei F(r) ein Vektorfeld und Cj5 eine Kurve von P, und P,. Dann wird das
Linienintegral entlang dieser Kurve tiber

= /F(r)-dr (4.11)

Ci2

definiert. Da wir den Tangenteneinheitsvektor an eine Bahnkurve als t =
dr/ds definiert hatten, kann das Integral auch iiber die Bogenldnge

I= /F(r)-tds (4.12)

Ci2

73



geschrieben werden. Bei einer geschlossenen Kurve C' schreibt man fiir gewohnlich

K = jch(r) -dr, (4.13)

dieses Integral wird dann auch Umlaufintegral genannt.

Da bei Umkehr der Orientierung der Bahnkurve der Tangenteneinheits-
vektor sein Vorzeichen wechselt, dndert also auch das Kurvenintegral iiber
ein Vektorfeld sein Vorzeichen,

/ F(r) - dr = — / F(r) - dr (4.14)

Ch2 C21

Als weitere Rechenregeln finden wir, dass ein Kurvenintegral in Stiicke un-
terteilt werden kann,

/F(r)-dr:/F(r)'dr—i—/F(r)-dr, (4.15)

Cia3 Ci2 Cas

sowie das Assoziativgesetz fiir den Integranden,

/(Fl(r)+F2(r))-dr— /Fl(r)-dr+/F2(r)-dr. (4.16)

012 012 C112

Physikalische Beispiele fiir Kurvenintegrale iiber Vektorfelder sind die me-
chanische Arbeit W, die von einer Kraft F verrichtet wird, oder die Be-
rechnung von Potentialen aus elektrischen Feldern. Zum Beispiel sei F; =
ysin 2zi + sin?j ein Kraftfeld, das wir entlang einer geraden Linie C von
P, =(0,0) nach P, = (7/2, 1) integrieren wollen. Damit erhalten wir mit der
Parametrisierung y = 2z /7

w/2

/Fl(r) dr = 2/al:c (zsin2z 4 sin®z) . (4.17)

m
Ch 0

Die Integrale lassen sich durch partielle Integration sowie die Beziehung
sin?z = (1 — cos 2z)/2 einfach berechnen mit dem Ergebnis, dass

/Fl(r) sdr=1. (4.18)

C1
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Jetzt wihlen wir einen zweiten Weg Cs, der zunéchst entlang der x-Achse
von P, = (0,0) nach P; = (7/2,0) und dann weiter entlang der y-Achse
nach P, = (7/2,1) verlduft. Auf dem ersten Wegstiick ist aber wegen y = 0
einfach F(r) -dr = 0, wihrend auf dem zweiten Stiick wegen x = 7/2 gerade
Fi(r) - dr =1 gilt, woraus sofort das Ergebnis (4.18) folgt.

Offensichtlich ist das Ergebnis der Rechnung unabhéngig davon, welcher
Integrationsweg zwischen den beiden Endpunkten genommen wurde. Ein
Vektorfeld, das diese Eigenschaft besitzt, bezeichnet man als konservativ.
Verwendet man die Regel (4.14), so folgt damit, dass das Kurvenintegral eines
konservativen Vektorfeldes entlang eines geschlossenen Weges verschwindet,

f Fions - dr = 0. (4.19)
C

Damit 148t sich ein konservatives Vektorfeld {iber den Gradienten eines ska-
laren Feldes ®(r) darstellen,

Fkons - —VCI)) (420)

weil damit der Integrand ein totales Differential F,g-dr = —(V®)-dr = —d®
wird. Die Funktion ®(r) wird Potential des Vektorfeldes Fyons(r) genannt.
Wegen (4.20) ist ein konservatives Vektorfeld wirbelfrei, weil V x V = 0
gilt. Fiir beliebige Wege (15 berechnet man die Potentialdifferenz zu

/ Flons - dr = — / dd = B(r;) — D(ry), (4.21)

Cia C12

womit auch klar wird, dass das Potential nur bis auf eine additive Konstante
festgelegt ist.

In der Mechanik wird die potentielle Energie einer konservativen Kraft F
an einem Punkt P durch

P
E(P) - _/Fkons - dr (422)
o)
definiert, wobei O ein beliebig wihlbarer Bezugspunkt oder Ursprung ist.
Dessen Festlegung bestimmt die noch freie additive Konstante des Potenti-

als. Zum Beispiel berechnet man die potentielle Energie eines Teilchens der
Masse m im Gravitationsfeld der Erde mit Erdbeschleunigung g wie folgt
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aus. Die Gravitationskraft ist Fg.,, = —mgk, als Bezugspunkt wéhlen wir
die Erdoberfliche. Damit wird die potentielle Energie des Teilchens in einer

h
Hohe h gerade E(h) = [ mgdz = mgh.
0

4.1.2 Mehrfachintegrale

Bevor wir uns den Oberflachenintegralen und Volumenintegralen zuwenden
konnen, miissen wir kurz die Mehrfachintegration einfithren. Gegeben sei eine
Funktion zweier Variabler f(z,y). Wird diese Funktion zunéchst iiber y inte-
griert, so erhélt man eine Funktion /(x), die immer noch von der Variablen

x abhéngt,
px

)
I(z) = / f(z,y)de. (4.23)
a(@)

Diese kann wiederum iiber z integriert werden mit dem Ergebnis

b b p(x)

J:/I(x) d:p:/ Flsy) dyda. (4.24)

a a q(x)

Solche Integrale werden Mehrfachintegrale genannt. Im Spezialfall, dass
die inneren Integrationsgrenzen konstant sind, also ¢(x) = ¢ und p(x) = d,
lassen sich die Integrale in beliebiger Reihenfolge ausfiihren,

/b/df(i’y)dydx:/d/bf(ﬂf,y)dwdy. (4.25)

Als erstes Beispiel berechnen wir das Mehrfachintegral

1

/11/z(x+y)2dydx = /[:UQ(l—x)+a:(1—3;)2+§(1_x)3 dr

o

1
. 1 1 1
— 3 —_ - =
/(1 x”)dx 371 1 (4.26)
0

W =
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Das néchste Integral ist ein Beispiel dafiir, dass es sich lohnt, auch bei Inte-
gralen Koordinatentransformationen vorzunehmen. Unsere Aufgabe soll dar-

in bestehen, das Integral

I= / e dx (4.27)
0
zu berechnen. Es ist hierbei nicht offensichtlich, welche Variablensubstitutio-
nen vorgenommen werden kénnte, um das Integral auf ein bekanntes elemen-
tares Problem zuriickzufiihren. Allerdings kann das Integral gelost werden,
wenn man es zuerst quadriert und damit in ein Doppelintegral iiberfiihrt.
Wie kann das gehen? Schauen wir uns das Integral an:

o0 oo

I’ = /e‘dex /e‘yzdy = //6_(9”2“/2) dx dy . (4.28)
0 0 00

Das Integrationsgebiet erstreckt sich iiber den gesamten ersten Quadraten des
zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystems. Moglicherweise hilft ei-
ne Transformation auf Polarkoordinaten, das Integral (4.28) zu berechnen.

4.2 Koordinatentransformationen und Funk-
tionaldeterminante

Im Folgenden wollen wir nun sehen, wie sich die Transformation in ein ande-
res Koordinatensystem auf zweidimensionale und dreidimensionale Integrale
auswirkt. Dazu miissen wir uns daran erinnern, wie eine mehrfache Integra-
tion ablduft. Wir beginnen der Einfachheit halber mit dem Doppelintegral.
Das Integrationsgebiet wird in Fléchenstiicke der Grofle dx dy zerlegt. Eine
Transformation in ein neues Koordinatensystem verdndert dabei die Form je-
des einzelnen Fliachenstiicks (siehe Abb. 4.1 fiir die Transformation in ebene
Polarkoordinaten).

Sei wieder eine allgemeine Transformation in krummlinige Koordinaten
(u,v) durch die Beziehungen

r=z(u,v), y=y(u,v) (4.29)

gegeben. Einem Punkt (x,y) im kartesischen Koordinatensystem entspricht
dann ein Punkt (u,v) in den krummlinigen Koordinaten. Um ein fiir die In-
tegration notwendiges Fldchenelement zu konstruieren, verschieben wir den
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pdo

dy )

dp

dx X X

Abbildung 4.1: Aufteilung des Integrationsgebiets in Flichenelemente. In kar-
tesischen Koordinaten sind the Elemente rechteckig mit Kantenldnge dx dy
(links), in ebenen Polarkoordinaten ist die transformierte Fliche odody
(rechts).

Punkt um ein infinitesimal kleines Stiick dz bzw. dy. In dem neuen Koordina-
tensystem wiirden wir demnach eine Verschiebung um du bzw. dv realisieren.
Der infinitesimale Verschiebungsvektor in Richtung der Variablen u bei fest-
gehaltenem v ist dann

du = (z,du, y,du) = hye,. (4.30)

Analog findet man den infinitesimalen Verschiebungsvektor in Richtung der
Variablen v bei festgehaltenem u zu

dv = (zydv, y,dv) = h,e,. (4.31)

Das Fldchenelement, das von den beiden infinitesimalen Verschiebungsvek-
toren aufgespannt wird, berechnet sich als Betrag des Vektorprodukts der
beiden Vektoren. Obwohl wir nur eine zweidimensionale Ebene betrachten,
in der es eigentlich kein Vektorprodukt gibt, so kann man sich vorstellen, dass
man eine dritte Dimension, in die das Vektorprodukt zeigen kann, ’angeklebt’
wird. Das Resultat ist in jedem Fall

|du x dv| = dudv = hyh, dudv. (4.32)

Ty Yu
v

v

Die auftretende Determinante wird Funktionaldeterminante oder Jaco-
bische Determinante genannt. Bei der Transformation von kartesischen
Koordinaten in ein beliebiges krummlinige Koordinatensystem muss also das
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Integrationsmaf} wie folgt ersetzt werden:

dudv = hyh, dudv | (4.33)

dx dy — |D|dudv = ‘

Ty Yu
v

v

Als Beispiel fiir eine solche Transformation betrachten wir das Integral

1 1/y 5
[://yeyQ(x2+x_2)dxdy, (4.34)
x
0 =y

das wir in neue Variable u = zy und v = y/z umschreiben wollen. Damit wird
x = y/u/v und y = y/uv, und der Integrationsbereich wird das Quadrat u €
[0,1], v € [0,1] (siche Abb. 4.2). Aus den Transformationsregeln errechnet

X 0.0 ; ; ' u
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung 4.2: Transformation des Integrationsgebietes.

man die Jacobideterminante zu D = 1/(2v). Damit wird das Integral (4.34)
zu

1 1

11
1 1 1
I= //uve“2+”2du dv = = /ue“Zdu /ve”de =—(e—1)2.
2 2 8
0 0

’ ' (4.35)

4.2.1 Ebene Polarkoordinaten

In den meisten Féllen mit physikalischem Hintergrund ist es sinnvoll, in an-
dere krummlinige orthogonale Koordinatensysteme zu transformieren. Als
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Beispiel wihlen wir die Transformation zu ebenen Polarkoordinaten (g, ¢),
die gegeben sind durch

z=u(0,p) =0cosp, y=ylo,p)=osing. (4.36)
Die partiellen Ableitungen berechnen sich zu
Ty =COSY, T, = —0sing, Yy, =sing, y, = 0cosp. (4.37)

Damit wird die Funktionaldeterminante zu

D] = H cosg - sinp H iy (438)
—osing pcosp
und das Integrationsmaf} zu
‘dw dy — ododyp ‘ (4.39)

Als erstes Beispiel betrachten wir das Integral

1 V1—z2
I—/da: / dy (2% + y*), (4.40)
0

0

bei dem die Funktion f(x,y) = z* + y? {iber die den ersten Quadranten
der Einheitskreisscheibe integriert wird. Direkte Integration in kartesischen
Koordinaten liefert

1

|+ 222

I—/da: +3x VIieat= 2 (4.41)
0

In ebenen Polarkoordinaten lautet die Funktion f(o,¢) = 0* Der Vorteil
der Koordinatentransformation wird hier offensichtlich, weil der Integrand
unabhéngig von einer der beiden Integrationsvariablen wird. Transformiert

man die Integrationsgrenzen zu ¢ = [0,1] und ¢ = [0,7/2], so wird das
Integral
/2 1 1
I—/d@/dgg‘g—;r/dgg‘g—g. (4.42)
0 0 0
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Im néchsten Beispiel gehen wir zuriick zum Integral (4.28) und schreiben
es um als

TF/Q e’} 7T o0
1
Igz/d /ngeg —2/dcp/dre
0 0 0

Damit folgt, dass das urspriinglich zu berechnende Integral (4.27)

I = / ey = VT (4.44)

o

T
dre " = —. 4.43
/ re 1 ( )

qu

2
0

sein muss.

4.2.2 Zylinderkoordinaten

Die Methode der Funktionaldeterminante gilt natiirlich auch in héheren Di-
mensionen. In drei Raumdimensionen betrachten wir das Volumenelement
dx dy dz, das wir iiber die Koordinatentransformationen

r=z(u,v,w), y=yluv,w), z=zu,v,w) (4.45)

transformieren wollen. Dazu berechnen wir wieder die Verschiebungsvektoren

oxr . Oy, 0z
da = <audu, %du, adu) = hueu N
_ (Ox, Oy, 0z B
dv = <8vd 8 —dv avd ) = hvev,
ox dy 0z
dw = (au}dw, %dw, 81wa> = hwew . (446)

Das Volumen, das von diesen drei Vektoren aufgespannt wird, kann iiber das
Spatprodukt erhalten werden mit dem Resultat

Ty Yu Zu

|[du- (dv x dw)| = |D| = ||z, Y» wy||dudvdw. (4.47)

Tw Yw 2w
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Angewandt auf Zylinderkoordinaten (g, ¢, ), schreiben wir die Transfor-
mationsregeln als

r=x(0,0,2) =0cose y=y0,p z2)=psing z=2z2(0¢,2) ==z,

(4.48)
womit die Funktionaldeterminante zu
cos sinp 0
|D| = ||—osing opcose O dudvdw = p. (4.49)
0 0 1
Damit wird das Integrationsmafl
‘dw dydz — ododpdz|. (4.50)

4.2.3 Kugelkoordinaten
Kugelkoordinaten (g, ©, ) erhilt man durch die Koordinatentransformation

= 2(0,0,9) = osinOcos g,
= y(0,0,¢) = psinOsinp,

z = 2(0,0,p) =pcosO. (4.51)
Die Funktionaldeterminante wird demnach
sin © cos @ sin O sin ¢ cos ©
|D| = || pcos©Ocosp ocosOsing —psinO||dudvdw = o* sin® (4.52)

—osin®Osinp psin O cos ¢ 0

und das Integrationsmafl wird

‘dw dydz — ¢®dp sin© dO dy . (4.53)

Als Beispiel berechnen wir die Masse eines Gasplaneten mit einer radialen
Dichteverteilung

_) ¢ o=
f(g) - { C(l _ 679), r S 0 S R (454)
so dass das Integral
T T 2
I= /f(@)g2 dg/sin@d@/dw (4.55)
0 0 0
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zu berechnen ist. Die Winkelintegration gibt die Oberfliche einer Kugel zu
47, das Integral ist demnach

RS
I =4nc (3 + (R*4+2R+2)e B — (r* 4 2r + 2)67> . (4.56)

4.2.4 Oberflaichenintegrale

Nach den zweidimensionalen Integralen, die effektiv Integrationen iiber ebene
Fléchen darstellen, betrachten wir nun Integrationen iiber Flédchen, die selbst
im dreidimensionalen Raum eingebettet sind. Wir betrachten also wieder
Flédchen, die durch einen zweiparametrigen Ortsvektor

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v))

gegeben sind. Die Linien mit konstantem w(v) sind wieder die u(v)-Koordina-
tenlinien, die aber im Gegensatz zu krummlinigen orthogonalen Koordina-
tensystemen nicht unbedingt senkrecht aufeinander stehen miissen. Die par-
tiellen Ableitungen des Ortsvektors

or or
= — I‘U = — s
ou’ v
sind wieder tangentiale Vektoren entlang der Koordinatenlinien. Das Vektor-

produkt aus beiden steht senkrecht auf beiden Koordinatenlinien und damit
senkrecht zur Flédche selbst. Der Vektor

ry

_ TuXTv (4.57)

v, X 1,
ist der Normalenvektor auf der Flache S. Aufgrund der Tatsache, dass bei
Vertauschung von r, und r, der Normalenvektor seine Richtung édndert, ist
diese nicht eindeutig festgelegt. Ublicherweise wird bei geschlossenen Flichen
der Normalenvektor so definiert, dass er von dem umschlossenen Raumgebiet
wegzeigt.

Der Zylinder r(p, z) = (acos ¢, asin ¢, z) hat die Koordinatenlinien r, =
(—asing, acosg,0) und r, = (0,0,1) und damit den Normalenvektor

r, Xr,

n= m = (COS (V2 sin V2 O) s (458)

der von der Zylinderflache wegzeigt.
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Den Fliacheninhalt einer Fliche im Raum erhilt man einfach durch
Aufsummation bzw. Integration aller Fldchenelemente

dS =|r, X r,|dudv = S= jf v, X r,|dudv = ffhuhu dudv, (4.59)
S s

wobei die Parameter « und v so zu wihlen sind, dass die gesamte Fldche S
iiberstrichen wird.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun Oberfldchenintegrale oder
Fliisse durch Fléchen definieren. Dabei gibt es verschiedene Moglichkeiten
der Definition. Wir beginnen mit Oberflachenintegralen von skalaren Feldern
f. Auf der Fliache S ist dann f = f(u,v) und das skalare Oberfléchenintegral
wird

I= jf fu,v)dS = jff(u,’u)]ru X 1| dudv (4.60)
s s

Als Beispiel wihlen wir das skalare Feld f(x,y) = 2% + y?, das iiber die
Kugeloberfliche x? + y? + 22 = a? integriert werden soll. Auf der Kugel mit
der Parameterdarstellung © = acospsin®, y = asinpsin®, z = acos©
gilt also f(©,p) = a?sin?O. Das Flichenelement auf der Kugel ist dS =
a®sin © dO dy, womit

2 ™
8m
_(f= 4.3 _ O 4
I—Lj—//a sin” © dO dy = 30 (4.61)
00

wird.
Fiir orientierte Fliachen ist das Flachenelement dS = ndS, so dass auch
das vektorielle Oberflachenintegral

I= ﬂ F(u,v)dS = H f(u,v)ndS (4.62)
S S

sinnvoll ist. Dieses Integral bezeichnet den Fluss eines skalaren Feldes durch
eine orientierte Fliche.

Das Oberflachenintegral eines Vektorfeldes F wird nun ebenfalls auf zwei
Arten eingefiihrt. Der skalare Fluss eines Vektorfeldes ist

I=([F-ds=[[F-ndS= [[F-(r,xr,)dudy (4.63)
S S S

und analog der Vektorfluss

1= [[FxdS=[[FxndS= [[Fx (@, xr)dudo (4.64)
S S S
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4.2.5 Fliachenintegraldarstellung des Nablaoperators

Wir haben schon bei der Definition der Differentialoperatoren teilweise deren
Interpretation {iber Integraldarstellungen verwendet, was wir hier noch etwas
ausbauen wollen. Die Divergenz V -F ergab sich als Flachenintegral {iber eine
geschlossene Flédche in der Art, dass wir das skalare Oberflichenintegral Sﬁﬁs F.
dS betrachtet haben, welches ein infinitesimal kleines Volumen V umschlief3t.
Damit wird

(pr-as = [[dydz[Fu(wo+ Az,y,2) = Fulwo — Az,y, 2)]
S

—+ jj dx dz [Fy(ﬂf, Yo + Ay, Z) - Fy(xv Yo — Aya Z)]

+ fj dI'dy [Fz(x7ya Z0 + AZ) - Fz(x>yv 20 — AZ)]
OF, OF,
jf dy dz%(mo, Y, 2)2Ax + ff dz dza—y(x, Yo, 2)2Ay
OF.,
+ [ do Ay (2, 20)202 ~ AV V - F (4.65)

Q

nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. Also gilt

F-dS
V- -F = lim Sﬁﬁs

Jim S (4.66)

Nun ist aber nach den Rechenregeln fiir den Nablaoperator V - (fF) =
fV-F+F-Vf.Seijetzt F = c ein konstanter Vektor. Dann gilt offensichtlich

V- -(fe)=fV-c+c-Vf=c-Vf. (4.67)

Damit gilt mit (4.66) die Beziehung

Vf= A1‘1/1110 @Zi/ds (4.68)
als Integraldarstellung des Gradienten. Mit der Relation
V- (cxF)=-c-VxF (4.69)
folgt dann sofort S
VxF= lim @S’SAVX, (4.70)
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so dass allgemein fiir den Nablaoperator die Relation

gf;ﬁs dSe
AV

Ve = limAV_,o (471)

gilt, wobei das Symbol e fiir f, -F oder xF stehen kann.

4.2.6 Kurvenintegraldarstellung des Nablaoperators

Unsere Definition und Interpretation der Wirbelstérke eines Vektorfeldes lief
iiber die Darstellung der Rotation als ein Kurvenintegral. Dazu betrachten
wir wieder eine geschlossene Kurve C' in der (z,y)-Ebene, die ein Rechteck
mit Seitenldngen 2Ax und 2Ay umschlieffen soll. Dann ist die Zirkulation
eines Vektorfeldes

Zo(F) = jiF-dr

To+Ax

= / dz [Fy(z,y0 — Ay, 20) — Fo(x, 0 + Ay, 20)]
To—Ax
yo+Ay
+ / dy [Fy(xo + Az, y, 20) — Fy(xo — Az, y, 29)]
yo—Ay
zo+Az OF Yo+Ay OF
A= / dg;aiy“(;c, Yo, 20)2Ay + / dya—;(xo, Y, 20)2A
To—Ax yo—Ay
~ (V x F),AS (4.72)

unter Verwendung des Mittelwertsatzes. Damit folgt die Kurvenintegraldar-
stellung der Rotation als

) fC F . dr
- (VxF)= lim S
wobei n der Normalenvektor auf der Flidche S ist.
Jetzt verwenden wir wieder die Rechenregeln fiir den Nablaoperator und
schreiben fiir das Vektorfeld F = cf mit einem konstanten Vektor ¢

(4.73)

VXxF=Vx(cf)=fVxc+(Vf)xec=(Vf)xc (4.74)
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und damit

n-(VxF)=n-(Vfxc)=c-(nxVf). (4.75)
Da der konstante Vektor c beliebig gew#hlt werden kann, folgt also
o S far
nx Vf= Alggo NG (4.76)

als Kurvenintegraldarstellung des Gradienten. Ahnlich wird vorgegangen, um
zu zeigen, dass

n-Vx(cxF) = mxV) - (cxF)=—-(nxV)-(Fxc)
= —c-[(nxV)xF] (4.77)

gilt, wobei wir die zyklische Vertauschbarkeit im Spatprodukt ausgenutzt
haben. Damit folgt

. $odrxF
(HXV)XF—A%IEOTS

Damit ergibt sich die Kurvenintegraldarstellung des Nablaoperators zu

(4.78)

§$,. dre

AS |

(n x V)e =limag .o (4.79)

wobei wiederum e fiir f, -F oder xF stehen kann.

4.3 Integralsitze

Zwischen den verschiedenen Typen von Integralen iiber Vektorfelder und den
Differentialoperatoren gibt es enge Verbindungen. So kénnen mithilfe von
Integralsétzen die Dimensionen der auszuwertenden Integrale herabgesetzt
werden.

4.3.1 Der Satz von Gauf}

Wir hatten bei der Darstellung des Nablaoperators durch Oberflichenintegrale
gesehen, dass die Divergenz im Grenziibergang als

@S F(r)-dr = AVV -F(r), AV -0 (4.80)
S(AV)
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geschrieben werden kann. Dabei ist S(AV') die geschlossene Oberfldche, die
das infinitesimal kleine Volumen AV einschlieft. Jetzt legen wir an ein sol-
ches Volumen ein zweites Teilvolumen, so dass beide Teilvolumina eine ge-
meinsame Seitenfliche haben (siehe Abb. 4.3). Die Flachennormalen sind

AV, AV,

Abbildung 4.3: Zwei aneinandergesetzte Teilvolumina, die zur Erkldrung des
Satzes von Gaufl verwendet werden.

gerade entgegengesetzt zueinander, dn; = —dn; ;. Die Oberflichenintegrale
summieren sich dann zu

() P -as+ {f Flrin)-dS = AV, V- F(r) + AViy V- F(rig),
S(AV;) S(AVit1)

(4.81)
wobei die linke Seite der Gleichung als ein Integral iiber die gesamte Ober-
fliche beider Volumina geschrieben werden kann, da sich die Beitrdge der
Trennfldche gerade wegheben,

F(I‘i) -dS = AV; V. F(I‘l) + A‘/H—l V. F(ri+1) . (482)
S(AV;UAV;41)

Setzt man sehr viele infinitesimal kleine Teilstiicke aneinander, so wird daraus
@S F(r)-dS =Y AV;V-F(r;), (4.83)
S(V) i=1

wobei V' = U AV, die Vereinigungsmenge aller Teilvolumina ist. Lassen
wir die Aufteilung immer feiner werden und die Anzahl der Teilvolumina
immer grofler, so bleibt die linke Seite unverédndert, die rechte Seite aber
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wird zu einer Riemannschen Summe, die in ein Volumenintegral iibergeht.
Das Ergebnis ist der Integralsatz von Gaufl:

{f F@)-as = /V -F(r)dV (4.84)

S(V)

Das Oberflachenintegral eines Vektorfeldes F(r) ist gleich dem Volumeninte-
gral der Divergenz dieses Vektorfeldes.

Als einfache Anwendung des Gaufischen Satzes folgt, dass der Wirbelfluss
durch eine geschlossene Fliche verschwindet:

gfgﬁVXF(r)-dsz/w-Vx)F(r)dv:o. (4.85)
S(V) e

Der Integralsatz von Gaufl ist vor allem in der Elektrodynamik von Be-
deutung. Sei beispielsweise j die Stromdichte, also der Strom pro Flache, die
durch die Oberfliche eines Volumens V' fliefit. Sei p die Ladungsdichte, also
die Ladung pro Volumen, in V. Dann mu$ die zeitliche Anderung der Ge-
samtladung in V' entgegengesetzt zum Stromfluss durch dessen Oberfliche

sein,
dp .
/mdv——ﬁyds. (4.86)
1% S5(V)

Eine Abnahme der Ladung in V fithrt zu einem Strom aus V' heraus. Der
Satz von Gaufl (4.84) besagt nun, dass

dp . _
/(at+v-3> AV =0 (4.87)
J

sein muss. Da diese Relation fiir beliebige Volumina gilt, muss auch die dif-
ferentielle Version

ap .
V- -j= 4.
Ot 1=0 (4.88)

gelten. Diese Beziehung ist die Kontinuitédtsgleichung der Stromdichte.
Wie auch schon bei der Herleitung der Integraldarstellungen des Nabla-
operators kann der Gaufische Satz verallgemeinert werden zu

@S dSe = /V odV, (4.89)
S(V) v

wobei e wiederum fiir ein skalares Feld f oder das skalare bzw. Vektorprodukt
-F bzw. xF mit einem Vektorfeld stehen kann.
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4.3.2 Der Satz von Stokes

In dhnlicher Art und Weise kann ein Integralsatz fiir Kurvenintegrale her-
geleitet werden, der Fldchenintegrale und Linienintegrale miteinander ver-
kniipft. Dazu schauen wir uns noch einmal die Darstellung der Zirkulation
als Linienintegral iiber eine geschlossene Kurve C' im Raum an. Dort fanden
wir, dass wir das Integral fﬁc F - dr entlang eines geschlossenen Weges, der
ein infinitesimal kleines Flachenstiick umschliefit, als

%F-dr:AS-(VXF) (4.90)
c
geschrieben werden kann, wobei AS das orientierte Fldchenstiick nAS be-

zeichnet. Setzt man nun mehrere Fldchenstiicke derart aneinander, dass sie
jeweils eine Seite gemeinsam haben (siehe Abb. 4.4); so folgt

Abbildung 4.4: Zusammengesetzte Flichenstiicke, die zur Herleitung des Sat-
zes von Stokes dienen.

j'{ F-dr=) AS;-(V xF(r;)) (4.91)

Cit2+...4n =1
Macht man die Aufteilung immer feiner und 148t die Anzahl der Fléchenstiicke
dabei immer grofler werden, so approximiert die linke Seite das Kurveninte-
gral entlang der Berandung C'(S) = 05 der Fliche S, und die rechte Seite
wird zu einer Riemannsumme, die in der Grenze in ein Integral iibergeht.
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Das Ergebnis ist der Integralsatz von Stokes:

fF-drz/(vXF)-ds

as S

. (4.92)

Das Oberflichenintegral einer Vektorfunktion F iiber eine Fléche S ist also
gleich dem Kurvenintegral entlang der Flidchenberandung 0.5 iiber die Rota-
tion von F'.

Eine direkte Konsequenz des Stokesschen Satzes ist die Wegunabhéangigkeit
des Kurvenintegrals eines konservativen Kraftfeldes, fo F-dr = 0. Wenn die-
se Beziehung fiir beliebige geschlossene Wege C' gelten soll, so folgt aus dem
Satz von Stokes, dass

%F'dr—o—/(VxF)-dS (4.93)
oS S

fiir beliebige Fliachen .S im Raum. Das kann aber nur stimmen, wenn V xF =
0 ist.

Der Stokessche Satz kann wieder verallgemeinert werden, indem die Re-
chenregeln fiir die Differentialoperatoren benutzt werden. Sei beispielsweise
F = cf mit einem konstanten Vektor c. Dann gilt V xF = fV xc+(V f) x
¢ = (Vf) x c. Eingesetzt in (4.92) ergibt das

c-affdr:S/(Vf)xc)-dS:c-S/de(Vf) (4.94)

und damit, weil ¢ beliebig ist,

j[fdr— /dS x (V). (4.95)
oS S

Analog findet man eine Relation (ohne Beweis) fiir das Vektorprodukt aus
einem konstanten Vektor ¢ und einem Vektorfeld F zu

j{der—/(deV)xF. (4.96)
a5 s

Zusammengefasst ergibt das wieder eine allgemeine Form des Stokesschen

Satzes, die wir als
jgdro = /(dS x V)e (4.97)
a8 S
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schreiben kénnen, wobei mit dem Symbol e wie iiblich die Multiplikation mit
einem skalaren Feld f beziehungsweise die skalare oder vektorielle Multipli-
kation mit einem Vektorfeld -F oder xF gemeint sind.

4.3.3 Die Greenschen Formeln

Aus dem Gaufischen Satz folgen eine Reihe von Aussagen, die man als Green-
sche Identitdten oder Greensche Formeln bezeichnet. Dazu betrachten wir
zwei skalare Felder ¢(r) und v (r), die geniigend oft differenzierbar sein sol-
len, und bilden aus ihnen das Vektorfeld

F(r) = 6(r)Vi(r) (4.98)

Auf dieses Vektorfeld wenden wir nun den Satz von Gaufl an. Dazu ben6tigen
wir dessen Divergenz, die wir zu

V-F=V.(6Vy) =AMy + (V) - (V) (4.99)

berechnen. Im Fliachenintegral taucht das orientierte Fliachenelement dS auf,
das wir wieder mit der Flachnnormalen n als dS = ndS' schreiben und damit

F-dS = ¢(Vi - n)dS (4.100)

wird. Erinnern wir uns noch an die Definition der Richtungsableitung

_%
Vin=-, (4.101)

dann folgt daraus die 1. Greensche Identitit zu

/ (686 + (Vo) - (Vo) av = f 650ds | (4.102)
\%4

S(V)

Vertauscht man die beiden skalaren Felder ¢ und v und zieht die daraus
folgende Greensche Identitét von (4.102) ab, so erhdlt man die 2. Greensche
Identitat als

/ A0 — pAgdV = [¢g—'ﬁ - w%] ds . (4.103)
\%4

S(V)
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4.3.4 Losung der Poissongleichung

Die Greenschen Formeln werden nun dazu verwendet, um Losungen der Pois-
songleichung

Ad(r) = f(r) (4.104)

zu finden, wobei f(r) ein beschriinktes, aber ansonsten beliebig vorgegebenes
skalares Feld sein soll. Diese Poissongleichung tritt in der Elektrodynamik
bei der Umwandlung der Maxwellschen Gleichungen in Potentiale auf, wobei
®(r) das skalare Potential darstellt und f(r) eine Ladungs(dichte)verteilung
im Raum.

Wir verwenden nun die 2. Greensche Identitét (4.103) und setzen darin
fiir die beiden skalaren Felder

1
p=>, ==, o= (2®+y>+ V2. (4.105)
0

Den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten hatten wir schon bestimmt, wir
konnen also fiir A¢ schreiben

1 10 (4,0 10 (5,01
Ap= AQ 0?0 <Q Bgd)) 0?0 (Q do @) -0 (4.106)
Diese Relation gilt, solange nur ¢ # 0 ist.

Da A¢ fiir den Punkt r = 0 nicht definiert ist, nehmen wir ihn aus dem
Integrationsgebiet heraus. Das heisst, wir definieren eine kleine Kugel mit
dem Radius € und dem Volumen V,, die von der Oberfliche S(V,) begrenzt
wird (siehe Abb. 4.5), und weden die Greensche Formel (4.103) auf den Be-
reich V' — V. an. Damit wird der Greensche Satz zu

/;Aédv_ @S [1%—q>3(1/9)]ds. (4.107)

o 0n on
Vv, S(V)uS(Ve)

Dies kann umgeschrieben werden in

1 100 (1))
ZAD —J = —— = 4.1
/QA v —J.= ) L}an 5| dS + 1., (4.108)

1% S(V)

wobei die Integrale

1= {f [18@ - @a(l/g)] ds (4.109)

st 0 0n on
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S(V)

S(Ve)

Abbildung 4.5: Ausgeschnittene Kugel V., aus dem Volumen V. Der
Fldachennormalenvektor zeigt in Richtung des Koordinatenursprungs, also in
die Kugel hinein.

und .
J€:/Ade (4.110)
0
Ve

nur iiber die kleine ausgeschnittene Kugel laufen.

Wir berechnen nun die beiden Integralbeitrige im Grenzfall verschwin-
dend kleiner Kugel, ¢ — 0. Zunéchst berechnen wir /. und verwenden die
Vereinbarung, dass die Fldchennormale aus dem Volumen V — V, heraus-
zeigt, also in die Kugel hineinzeigt. Damit gilt auf dem Rand S(V;) der Kugel
immer 9/0n = —0/dp. In Kugelkoordinaten wird das Integral /. dann zu

2T
100 @
1. = // —fa——— €?sin © dO dy
€edo €

0
27w 2T ™

0
0P . .
= —6//8Sln@d@d(p—//CI)(E,@,QO)Sln@d@dgp.(4.111)
0
00 00

Verlangen wir, dass @ iiberall stetig ist, dann hat es am Ursprung, also im
Mittelpunkt der Kugel, einen wohldefinierten Wert @, und es folgt als Grenz-

wert
2w

lim 7, = —@0//sin@d@ dp = —And, . (4.112)
0 0
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Fiir das Integral J, finden wir analog

2r €
J€:///QACI>sin6d®dcp. (4.113)
0 0 O

Die zweiten Ableitungen von @ sollen aber beschrinkt sein, da das skalare
Feld f auf der rechten Seite der Poissongleichung beschrinkt ist. Also kénnen
wir eine Schranke M derart angeben, dass

2r m €
|| < M///Qsin@d@dcpz%rezM (4.114)
0 0 0

gilt. Damit wird der Grenzwert

lim.J, = 0. (4.115)

e—0

Eingesetzt in (4.108) erhalten wir also

1 [f 1 109 d(1/0)
Qp=—— [ =dV + — - = .

0 ar | o v 4 @ [Q on @ on a5 (4.116)
v 5(V)

fiir den Wert des Feldes ® am Koordinatenursprung. Da aber jeder Punkt
als Koordinatenursprung gewihlt werden kann, gibt (4.116) den Wert von @
an jedem beliebigen Punkt in V' an. Damit ist das Feld implizit tiber eine
Integralgleichung gegeben, fiir die es allgemeine Losungsmethoden gibt. Im
Spezialfall unendlich grofien Volumens und unter der Voraussetzung, dass
® schneller als 1/p fiir grofle Abstédnde p abfillt, verschwindet das Ober-
flichenintegral und es bleibt

L [f
byg=—— | =dV. 4117
0 41 0 ( )
1%

Setzen wir noch den Ursprung an den Punkt r = (x,y, z), dann wird

_ 1 f(r,) I

zu der gewiinschten Losung der Poissongleichung.
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Manchmal ist es auch notwendig, eine vektorielle Poissongleichung zu
l6sen. Sei also AA(r) = F(r). Nach Aufteilung in dessen kartesische Kom-
ponenten erhélt man drei getrennte skalare Poissongleichungen, die einzeln
gelost werden und danach wieder zusammengefiigt werden kénnen. Das Er-
gebnis ist also einfach

1 [ F()
Alr) = —— dz'dy'dz" . 4.119
0=~ [ e (4.119)

4.3.5 Fundamentalsatz der Vektoranalysis 11

Die letztere Aussage bendtigen wir fiir den folgenden Teil. Wir hatten im

Zuge der Definition der Vektoroperatoren Gradient, Divergenz und Rotation

darauf hingewiesen, dass man jedes Vektorfeld in eine Summe eines Gra-

dientenfeldes und eines Wirbelfeldes zerlegen kann. Sei also das Vektorfeld

F(r) in ganzen Raum definiert. Zusétzlich fordern wir, dass |F(r)| fir grofe

Absténde mindestens wie 1/0? abfillt, also dass |F(r)| = O(1/¢?) gilt.
Dann gilt

F(r) = Vo(r) + V x A(r) = grad ®(r) + rot A(r). (4.120)

Der Beweis dieser Aussage ist denkbar einfach. Wir betrachten zunichst die
Differentialgleichung
Ad(r) =V -F(r) = f(r) (4.121)

und finden, dass
V- [F(r)—V®(r)]=0 (4.122)

ist. Das heisst, dass ein Vektorfeld A(r) existiert, fiir das
F(r) - V&(r) = V x A(r) (4.123)

gilt.
Wir konstruieren nun noch die beiden Felder ® und A in (4.120). Aus
der Poissongleichung (4.121) folgt sofort, dass

1 [V-F({)

O(r) = R ——
(x) 4w |r — /|

dx'dy'dz’ (4.124)

sein muss.
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Das Vektorpotential erhalten wir, wenn wir die Rotation auf (4.120) an-
wenden. Dann wird

VXxF=VxVxA=V(V-A)—AA. (4.125)

Wir miissen nun etwas iiber die Divergenz des Vektorpotentials aussagen.
Dazu gehen wir zuriick zu der Aussage, dass fiir jedes quellenfreie Vektorfeld
B mit V - B = 0 ein Vektorpotential derart existiert, dass B = V x A ist.
Wir haben aber noch nichts iiber deren Eindeutigkeit gesagt. Nehmen wir
also an, es giibe ein zweites Vektorpotential, fiir das ebenso B = V x A’ gilt.
Dann gilt fiir deren Differenz V x (A — A’) = 0. Das heisst, es existiert ein
Skalarfeld ¥ mit A — A’ = VU oder

A(r)=A'(r)+ V¥(r). (4.126)

Das Vektorpotential ist also immer nur bis auf den Gradienten eines belie-
bigen Skalarfeldes definiert. Fiir die Divergenz des Vektorfeldes heisst das,
dass

V- A(r) =V -A'(r) + AU(r) (4.127)

gilt. Wir haben also eine Freiheit in der Wahl der Divergenz des Vektorpo-
tentials. In der Elektrodynamik nennt man dies die Eichfreiheit. Speziell
konnen wir V - A = 0 wéhlen. Mit dieser speziellen Wahl gehen wir zuriick
zu (4.125) und finden

AA(r) = -V xF(r). (4.128)
Die Losung dieser vektoriellen Poissongleichung ist bekannt und lautet
1 [V xF()
Alr)= — | ———2da'dy'dz’ . 4.12
)= 47 [ Ty e (1129)

Wir haben also in der Tat fiir ein beliebiges (im Unendlichen schnell genug
abfallendes) Vektorfeld F(r) eine Aufteilung in einen quellenfreien (V x A)
und einen wirbelfreien (V®) Anteil gefunden. Die dazugehorigen Potentiale
sind tiber (4.124) und (4.129) als Losungen von Poissongleichungen mit den
Quelltermen V - F und V x F gegeben.
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