Kapitel 1

Vektoralgebra

1.1 Einfiihrung

Am ersten Kapitel widmen wir uns den Grundlagen der Vektoralgebra, wo-
bei wir speziell auf die Definitionen von Skalaren und Vektoren eingehen und
Produkte zwischen ihnen definieren werden. Obwohl die meisten von Thnen
schon mit diesen Grundbegriffen vertraut sein werden, werden einige neue
Begriffe eingefiihrt, die spéter, zum Beispiel in der Quantenmechanik, in ab-
gewandelter Form wieder auftauchen werden.

1.2 Das kartesische Koordinatensystem

Zuerst fithren wir ein Koordinatensystem ein, in welchem alle Vektoren defi-
niert sein sollen. Das einfachste aller Koordinatensysteme (es gibt tatsdchlich
eine ganze Reihe, von denen wir einige kennenlernen werden), ist das kar-
tesische Koordinatensystem, das im Jahre 1637 von dem franzosischen
Mathematiker René Descartes (lat. Cartesius) eingefithrt wurde, um die La-
ge eines Punktes im Raum zu beschreiben. Bei diesem Koordinatensystem
handelt es sich um ein rechtwinkliges Koordinatensystem, bei dem also die
sich am Urpsrung scheidenden Koordinatenachsen zueinander einen rechten
Winkel bilden. Im Gegensatz zu allen anderen Koordinatensystemen hat das
kartesische Koordinatensystem die Eigenschaft, dass die Koordinaten eines
Punktes genau dessen Abstinde von den Achsen sind.



1.2.1 Der eindimensionale Raum R

Wir beginnen mit dem einfachsten aller Koordinatensysteme. In dem eindi-
mensionalen Raum R, also einer Linie, besteht das Koordinatensystem nur
aus einer einzigen gerichteten Linie. Ein ausgezeichneter Punkt auf dieser
Linie ist der Koordinatenursprung O, von dem aus alle Absténde gemessen
werden. Desweiteren benotigen wir eine Richtung, die wir positiv nennen,
und eine Einheit der Lénge. Eine positive Zahl xy > 0 entspricht dann einem
Punkt auf der Koordinatenachse, der genau den Abstand xg vom Ursprung
in positiver Richtung hat (siche Abb. 1.1). Ein negative Zahl zy < 0 hat dann
den Abstand |zg| vom Ursprung in negative Richtung.
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Abbildung 1.1: Die Menge der reellen Zahlen R wird durch eine gerichtete
Linie dargestellt.

1.2.2 Der zweidimensionale Raum R?

Wir kommen nun zum zweidimensionalen Raum R x R = R?, also der Ebene.
Zusétzlich zu der z-Achse bendtigen wir eine zweite Achse, die senkrecht dazu
verlaufen soll und die z-Achse im Koordinatenursprung schneidet. Offensicht-
lich gibt es dabei zwei M6glichkeiten, wie die beiden Achsen zueinander orien-
tiert sein kénnen. Man unterscheidet rechtshindige und linkshindige Ko-
ordinatensysteme (siche Abb. 1.2). Ein rechtshéndiges (linkshéndiges) Koor-
dinatensystem erkennt man daran, dass Daumen und Zeigefinger der rechten
(linken) Hand parallel zu den Koordinatenachsen gebracht werden kénnen.
In den meisten Féllen werden wir uns mit rechtshindigen Koordinatensy-
stemen beschéftigen. Der Orientierungssinn eines Koordinatensystems héngt
iibrigens nicht von einer moglichen Rotation des Koordinatensystems ab.

1.2.3 Der dreidimensionale Raum R?

Im dreidimensionalen Raum R?® = R x R x R miissen wir eine zusitzliche
dritte Achse definieren, die zu den beiden schon vorhandenen Achsen des
zweidimensionalen Raumes senkrecht stehen soll. Dabei gibt es wiederum
zwei Moglichkeiten. Wir beschranken uns hier auf das rechtshéndige Koordi-
natensystem (siche Abb. 1.3).



Abbildung 1.2: Zweidimensionale Ebene R x R = R mit rechtshindigem
(linkes Bild) und linkshéndigem Koordinatensystem (rechtes Bild).

1.3 Skalare, Vektoren und deren Produkte

Als néchstes wenden wir uns den Begriffen Skalar und Vektor zu und definie-
ren Produkte zwischen diesen Grofen. Dieses wird uns am Ende des Kapitels
zu der bedeutenden Definition eines Vektorraumes fithren, die in der Quan-
tenmechanik eine wesentliche Rolle spielt.

1.3.1 Skalare und Vektoren

Unter einem Skalar versteht man eine Grofle, die nur aus einer einzigen reel-
len Zahl (und deren physikalischer Mafeinheit) besteht. Beispiele fiir skalare
Groflen in der Physik sind Objekte wie Langen- oder Temperaturangaben,
z.B. T =300 K, L = 1.5 m usw. Da ein Skalar nur durch eine einzige reel-
le Zahl beschrieben wird, entspricht ein Skalar einem Punkt auf der reellen
Achse in einem eindimensionalen Koordinatensystem (Abb. 1.1).

Ein Vektor ist eine Grofe, die durch eine nichtnegative Lénge und eine
Richtung (aufer fiir den Nullvektor) bestimmt wird. In der Physik bekommt
ein Vektor zusétzlich noch eine physikalische Einheit. Die Anzahl der Kompo-
nenten, die notig ist, um die Richtung des Vektors eindeutig festzulegen, heif3t
Dimension des Vektors. Wir werden hier vor allem mit zweidimensionalen
und dreidimensionalen Vektoren arbeiten, obwohl in der Relativitdtstheorie
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Abbildung 1.3: Dreidimensionaler Raum R? = R x R x R mit rechtshindigem
Koordinatensystem.

auch mit vierdimensionalen Vektoren gerechnet wird. Wir werden spéter se-
hen, dass man den Begriff des Vektors auch so verallgemeinern kann, dass erst
unendlich viele Komponenten einen Vektor vollstandig definieren. Beispiele
fiir Vektorgrofen in der Physik sind der Ort r = (z,y, 2z) oder der Impuls
P = (P, Py, -) eines Teilchens.

Allgemein bezeichnet man mit dem Symbol R" die Menge aller n-Tupel
(21,9, ..., x,) reeller Zahlen z; € R, i = 1,2,...,n. Diese n-Tupel werden
mit Symbolen wie x, z oder ¥ bezeichnet, um sie von skalaren Grofien zu
unterscheiden. Diese Unterscheidung ist sehr wichtig, fehlende Vektormar-
kierung wird als Fehler geahndet. Wir nennen nun ein Element x € R" einen
Vektor und dessen Eintrédge z;, i = 1,2,...,n dessen Komponenten oder
Koordinaten.

Zwei Vektoren sind gleich, wenn sowohl ihre Léngen als auch ihre Richtun-
gen iibereinstimmen; sie sind entgegengesetzt gleich, wenn zwar ihren Langen
gleich sind, aber ihre Richtungen entgegengesetzt.

1.3.2 Vektoraddition und skalare Multiplikation

Fiir Vektoren ist die mathematische Operation der Addition wie folgt de-
finiert: Seien x = (z1,%9,...,2,) und y = (y1,%2,-..,Yn) zwei Elemente
des R™, dann ist deren Summe x + y wieder ein Element des R" mit den



Komponenten (z1 + y1, 22 + Y2, - . ., T + Yn), Es gilt also
X+y:(x1+y17x2+y27"'7xn+yn)- (11)

Mit dieser Definition ist auch klar, dass nur Vektoren mit derselben Dimen-
sion addiert werden konnen.

Als Beispiel fiir die Addition zweier zweidimensionaler Vektoren wéhlen
wir x = (1,2) und y = (5,1). Deren Summe ist offensichtlich x +y = (1 +
5,241) = (6, 3). Weil die Addition reeller Zahlen kommutativ (vertauschbar)
ist, gilt dasselbe auch fiir die Addition zweier Vektoren, wie man anhand des
Beispiels leicht nachpriift (siche Abb. 1.4). Es gilt also

Abbildung 1.4: Vektoraddition zweier Vektoren x und y. Die Addition ist
kommutativ.

XxX+y=y+x (1.2)

Fiir Vektoren ist weiterhin die Multiplikation mit einer reellen Zahl o € R
definiert, indem jede Komponente des Vektors mit dieser Zahl multipliziert
wird. Es gilt demnach

ax = a(ry, xa, ..., 1) = (T, Qg . .., QZy). (1.3)

Zum Beispiel lautet das Ergebnis der Multiplikation des Vektors x = (1,2)
mit den Zahlen oy = 2 und oy = —1

ax =2(1,2) = (2,4), ax=-1(1,2) =(-1,-2). (1.4)

Das Ergebnis ist in Abb. 1.5 dargestellt. Bei der Multiplikation mit einer posi-
tiven reellen Zahl behalt der Vektor seine Richtung bei, nur seine Lange wird
verandert. Bei der Multiplikation mit einer negativen reellen Zahl wird dessen
Richtung umgekehrt. Wir verwenden die iibliche Konvention und schreiben
fiir die Multiplikation eines Vektors mit der Zahl —1

(-)x = —x. (1.5)
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Abbildung 1.5: Skalare Multiplikation des Vektors x = (1,2) mit den Zahlen
a; =2 und oy = —1.

Damit definiert man die Subtraktion zweier Vektoren als die Addition mit
einem negativen Vektor,

x—y=x+(-y). (1.6)

Ebenso fithren wir den Nullvektor als denjenigen Vektor ein, bei dem alle
Komponenten verschwinden, also

0=(0,0,...,0). (1.7)

1.3.3 Lineare Vektorriaume

Mit den Definitionen der Vektoraddition und der skalaren Multiplikation
kann man die folgende Definition eines linearen Vektorraumes aufstellen.
Seien x,y,z € R™ beliebige Vektoren und «, 5 € R beliebige reelle Zahlen.
Dann gelten folgende Relationen:

1. ax + fx = (a + [)x; Distributivgesetz fiir skalare Multiplikation
2. ax + ay = a(x +y); Distributivgesetz fiir Vektoraddition
a(fx) = (af)x; Assoziativgesetz fiir skalare Multiplikation

3
4. 1x = x; Identitdtselement fiir skalare Multiplikation

ot

X +y =y + x; Kommutativgesetz fiir Vektoraddition
(x+y)+z=x+ (y+ 2z); Assoziativgesetz fiir Vektoraddition

x + 0 = x; Existenz des Nullelements der Addition

® N

x + (—x) = 0; Existenz des inversen Elements der Addition
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Diese Formeln lassen sich alle elementar durch Anwendung der Vorschriften
fiir skalare Multiplikation und Vektoraddition beweisen. Die obigen Relatio-
nen gelten offensichtlich fiir die reellen Zahlen R selbst, und nach unserer
Definition auch fiir Vektoren in der Ebene R? und im Raum R3. Das ist aber
nicht alles. Jede Menge von Objekten, fiir die die obigen Relationen gelten,
formen einen linearen Vektorraum, die Elemente selbst heissen Vektoren
in diesem Raum.

Die reellen Zahlen R, die Ebene R? und der dreidimensionale Raum R?
sind also lineare Vektorrdume beziiglich der Addition und skalaren Multipli-
kation, wie sie oben definiert wurde. Ein anderes Beispiel fiir einen linearen
Vektorraum ist die Menge C'(a, b) aller auf dem Intervall (a, b) stetigen Funk-
tionen f(x). In diesem Fall sind die Funktionen f(z) gerade die Elemente oder
Vektoren dieses Vektorraumes. Man priift leicht nach, dass alle Gesetze fiir
skalare Multiplikation und Addition gelten. Speziell ist fiir alle Funktionen
f(z) und g(x) aus C(a,b) und fiir beliebige reelle Zahlen « und (3 die Linear-
kombination o f (z)+ fg(x) wiederum eine stetige Funktion auf dem Intervall
(a,b) und damit ein Element des Raumes C/(a, b). Dieses Beispiel soll klarma-
chen, dass der Begriff des Vektorraumes sehr weitreichend ist und nicht nur
auf ’geometrische’ Vektoren angewendet werden kann. Dieses Prinzip wird
vor allem in der Quantenmechanik benutzt, der betrachtete lineare Vektor-
raum ist dort der Raum Ls(a,b) der quadratisch integrierbaren Funktionen
f(z) auf dem Intervall (a,b), also solchen, fur die f: dz |f(z)]* < oo gilt.

1.3.4 Lange eines Vektors, Norm, Einheitsvektoren

Wir haben schon erwihnt, dass ein Vektor durch seine Léange und seine Lage
im Raum eindeutig bestimmt ist. Dazu miissen wir den Begriff der Lange
eines Vektors einfiihren. Fiir Vektoren x = (1, 3) in der Ebene R? wissen

wir, dass deren Lénge durch
|x| = /2% + 22 (1.8)

gegeben ist. Diese Definition kénnen wir direkt fiir Vektoren aus dem R™
iitbernehmen. Sie wiirde also lauten

N 1/2
x| = (@} +af+-+a2) = (Zx?> - (1.9)
=1
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Diese Lénge ist fiir alle Vektoren, die nicht gleich dem Nullvektor sind, strikt
positiv, und verschwindet nur fiir den Nullvektor selbst.

Norm

Fiir andere Vektorrdume ist es nicht ganz so offensichtlich, wie die Lange eines
Vektors zu definieren ist. Trotzdem kann jedem Element eines Vektorraumes
eine Norm ||x|| zugeordnet werden, die die folgenden Eigenschaften hat:

1. ||x]| > 0; Norm ist nichtnegativ

2. |Ix|| = 0 <> x = 0; Norm verschwindet nur fiir das Nullelement
3. ||ax|| = |a|||x|| Yo € R; Homogenitit der Norm

4. x4yl < |[x]|| + ||ly||; Dreiecksungleichung

Man zeigt wiederum leicht, dass die Linge (1.9) diese Eigenschaften erfiillt.
Die einzige Eigenschaft, die wir explizit beweisen wollen, ist die Dreiecksun-
gleichung. Dafiir betrachten wir den R? und finden

1/2

Ix+yll = [(x14y1)°+ (z2+12)°]

1/2

o} +a3) + (Yi +y3) + 22191 + 270ys)

1/2
1017 + 1y 1 + 2011 [y [I* = (2192 — 2291)%) 7]

[(
[(
[HXH2 + ||yH2 + 2( 191 + xgyg + 2$1y1x2y2)1/2] 1/2
[
[ ] = Ixll + Iyl (1.10)

< [l + liy 1 + 21kl

Als Beispiel fiir eine Norm, die sich nicht in der Form (1.9) schreiben 148t
betrachten wir den Raum Lsy(a, b) der quadratisch integrierbaren Funktionen
f(x) auf dem Intervall (a,b). Die Norm in diesem Raum ist

b

1l = / dil f () (1.11)

a

Diese Norm ist per Definition des Raumes endlich, sie ist auch nichtnegativ.
Die Dreiecksungleichung zeigt man durch eine einfache Integralabschitzung.
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Einheitsvektoren

Die Definition der Norm oder Lénge eines Vektors fithrt direkt zum Begriff
des Einheitsvektors. Unter einem Einheitsvektor verstehen wir einen Vek-
tor mit der Lange ||x|| = 1. Jeder Vektor, aufier der Nullvektor, kann zu ei-
nem Einheitsvektor gemacht werden, indem man ihn durch seine Norm teilt.
Solche Vektoren heissen auch normiert. Man bezeichnet Einheitsvektoren

meist als
X

X=-—, (1.12)

1]
in einigen speziellen Féllen auch mit dem Symbol e,. Zum Beispiel ist der
Einheitsvektor % in Richtung des Vektors x = (1,2) gerade x = (1/v/5,2/v/5).

Basisvektoren

In jedem Koordinatensystem gibt es einen speziellen Satz von Einheitsvek-
toren, die sogenannten Basisvektoren, mithilfe derer alle anderen Vektoren
ausgedriickt werden konnen. In einem kartesischen Koordinatensystem die-
se Basisvektoren sind gerade die Einheitsvektoren entlang der Koordinaten-
achsen. Das heisst, in der Ebene R? gibt es zwei Basisvektoren entlang der
(positiven) z-Achse bzw. y-Achse, die wir wahlweise mit e, und e, bzw. e;
und e; oder mit i und j bezeichnen werden. In Koordinatenschreibweise sind
diese Basisvektoren gerade

i=(1,0) und j=(0,1). (1.13)

Damit kann jeder zweidimensionale Vektor nach diesen Basisvektoren wie
folgt entwickelt werden:

X = (.1‘1,.1'2) :l‘li—Fl'Qj. (114)

Dieses Prinzip kann leicht fiir Vektoren im R"™ verallgemeinert werden.
Die Basisvektoren lauten dann einfach

€ = (1707"'70)7
es = (0,1,...,0),

e, _ (0,0,...,1). (1.15)



Jeder Vektor x = (1,2, ...,2,) kann damit geschrieben werden als
X = (21,%9,...,Ty) = T1€] + To€3 + -+ + Tp€, = Zmiei. (1.16)
i=1

Vektoraddition und skalare Multiplikation lassen sich ebenfalls mit Basisvek-
toren formulieren als

n n

X+y= Zﬂfiei + Z Yi€; = Z(jSei + yiei) = Z(l‘z + yi)ei (117)
i=1 i=1

i=1 i=1

sowie
n

ax =« i Ti€ = Z(ami)ei. (1.18)
i=1

i=1

1.3.5 Skalarprodukt

Bisher haben wir die Addition von Vektoren und deren Multiplikation mit ei-
ner reellen Zahl angesehen. Im folgenden soll es uns um Produkte von Vekto-
ren gehen. Fiir reelle Zahlen gibt es offensichtlich nur eine einzige Méglichkeit,
ein Produkt zweier Zahlen zu definieren. Fiir Vektoren im R™ mit n > 1 kann
man sich vorstellen, dass es mehrere Moglichkeiten geben kann. Das Ergeb-
nis einer solchen Multiplikation kann beispielsweise entweder ein Skalar oder
wieder ein Vektor sein.
Wir beginnen mit dem Skalarprodukt oder innerem Produkt zwei-
er Vektoren, dessen Ergebnis eine einzige reelle Zahl ist. Seien x,y € R?
zwel Vektoren in der Ebene. Dann ist das Skalarprodukt dieser beiden Vek-
toren gerade diejenige Zahl, die entsteht, wenn man deren Léngen sowie
den Cosinus des eingeschlossenen Winkels © miteinander multipliziert (siehe
Abb. 1.6),
x -y = |x||y| cos© = zy cos O. (1.19)

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ist gerade das Quadrat seiner
Léinge, x - x = [x|* = 2%

Die geometrische Interpretation des Skalarprodukts 148t sich ebenfalls
aus Abb. 1.6 ablesen. Die Strecke |x|cos® ist gerade die Projektion des
Vektors x auf y, ebenso ist |y|cos© die Projektion von y auf x. Daraus
liest man eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts ab: Es verschwindet
gerade dann, wenn beide Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Tatséchlich
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Abbildung 1.6: Der Winkel © ist der kleinste Winkel zwischen den beiden
Vektoren x und y (links). Die Liange der Projektion von x auf y ist |x|cos ©
(Mitte), die Projektion von y auf x ist |y|cos© (rechts).

wird das Skalarprodukt dafiir eingesetzt, den Begriff der Orthogonalitit
fiir allgemeine Vektorrdume zu definieren.

Die Basisvektoren, die wir fiir die Entwicklung von Vektoren im R™ ein-
gefithrt haben, sind paarweise orthogonal, das heisst, e; - e; = 0, i # j. Als
Einheitsvektoren ist das Skalarprodukt eines Basisvektors mit sich selbst ge-
rade e;-e; = 1. Beide Beziehung fasst man iiblicherweise mit dem Kronecker-
symbol,

1, i=j
zZusammen.

Als Eigenschaften des Skalarprodukts im R™ kann man folgendes festhal-
ten:

1. x-x = 2? > 0; Nichtnegativitit
2.x-x=0<=x=0

3. x-y =y x, Kommutativgesetz

4. x-(y +z) = x-y + x - z; Distributivgesetz

5. (ax) -y = x - (ay) = a(x - y); skalare Multiplikation
6. |x-y| < |x||ly| = xy, Schwarzsche Ungleichung

Wie auch die Begriffe linear Vektorraum und Norm kann auch das Ska-
larprodukt oder innere Produkt auf andere, abstraktere (sogar komplexe)
Réume verallgemeinert werden. Die Definition eines inneren Produkts (z,y)
ist dann wie folgt:

1. (z,y) = (y,x)*; Symmetrie des inneren Produkts
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2. (x1 + x9,y) = (x1,y) + (v2,y); Linearitit
3. (z,\y) = Az, y); Homogenitat
4. Norm ist gegeben durch ||z|| = (z,2)"/?

Aus den Eigenschaften folgt, dass das innere Produkt antilinear in dem ersten
Faktor ist, also (Ax,y) = A*(x,y). Zuséitzlich gilt die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

(@, 9)] < [[=[[llyll- (1.21)

Der Beweis dieser Ungleichung geht wie folgt: Das innere Produkt ist immer
nichtnegativ, also gilt fiir ein beliebiges A € C die Beziehung (x— Ay, z—\y) >
0. Jetzt wihlen wir ein spezielles A = (y,2)/(y,y) und finden

0 S (1‘ - /\y,x - )‘y) = (x7x) - 2)‘(x7y) + |/\’2(y7y)
(I 27) o |(x,y)|2 — HxHQ _ |(5L’,y)|2
’ (v,9) lyll*

was fiir ||y|| # 0 gerade die Ungleichung (1.21) ergibt.

Als Beispiel fiir ein inneres Produkt in einem Vektorraum, dessen Ele-
mente Funktionen sind, betrachten wir den Raum Ls(a,b) der quadratisch
integrierbaren Funktionen. Das innere Produkt lautet dort

(1.22)

b

(f.9) = / dz f*(2)g(z). (1.23)

a

Das heisst, dass wir damit den Begriff der Orthogonalitét fiir Funktionen defi-
nieren konnen. Diese etwas abstraktere Verwendung des Begriffes des inneren
Produktes und der Orthogonalitéat wird uns spéter in der Fouriertransforma-
tion und vor allem in der Quantenmechanik wiederbegegnen. Betrachten wir
beispielsweise den Raum Ly (0, 27), so finden wir, dass die Funktionen sin mz
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und cos nx die folgenden Relationen erfiillen:

27

/dm sinma sinnxr = Tomn,

0

21

/ dxr cosmzx cosnr = TOomn,

0

2

/dm sinmz cosnx = 0. (1.24)

0

Das bedeutet, dass die Funktionen sin mx und cos nx jeweils orthogonal zu-
einander sind, und dass sin mx und sin nx bzw. cos mx und cos nz fir m # n
ebenfalls orthogonal sind.

1.3.6 Orthogonale Basisvektoren, Komponentendarstel-
lung

Im allgemeinen ist eine vollstdndige Beschreibung eines Vektors durch n li-
near unabhingige Basisvektoren moglich. Ein Satz von Vektoren heisst
linear unabhéngig, wenn die Relation

a1b1 + OéQbQ + -4 Oénbn =0 (125)

nur gilt, wenn alle o; = 0 sind. Nehmen wir als Beispiel den R?® mit Basis-
vektoren, die iiber die Relation

b3 = Clbl + Czbg (126)

miteinander linear verkniipft sind. Die Vektoren sind in diesem Fall kopla-
nar. Dann kann nicht jeder beliebige Vektor x dargestellt werden, da

X = CL‘lbl + 3321)2 + fL‘3b3 = (.Z‘l + 33301)1)1 —+ ($2 + 33362)1)2 (127)

in der von by und by aufgespannten Ebene liegen muss. Das heisst, die Basis
ist unvollstandig.

Ein beliebiger Satz von linear unabhéngigen Basisvektoren kann zu ei-
nem Orthonormalsystem gemacht werden. Nehmen wir an, wir hétten im
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Raum R™ n linear unabhéngige Basisvektoren (b, bs, ..., b,) gegeben, die
nicht notwendigerweise normiert oder zueinander orthogonal sein miissen.
Wir wéhlen zuerst einen der Basisvektoren aus und normieren ihn,

b,

e] = — . 128

b 2
Als néchstes wihlen wir einen zweiten Basisvektor und konstruieren einen auf
e; orthogonalen Vektor (siche Abb. 1.7). Die Anteil von by in der Richtung

Abbildung 1.7: Konstruktion des orthogonalen Komplements b}, zu b;.

von e; ist gerade (bs - €1)e;. Damit wird das orthogonale Komplement
b/2 = by — (b2 : e1)91 ) (129)

was zu einem neuen Einheitsvektor e; = b} /|b)| normiert werden kann. Fiir
alle anderen Basisvektoren geht das Verfahren iterativ weiter, man konstru-

iert
k-1

L =br— > (b e)e (1.30)
i=1
und normiert diese zu Einheitsvektoren. Dieses Verfahren nennt man Gram-—
Schmidt Orthogonalisierung.

Als Beispiel fiir die Gram—Schmidt Orthogonalisierung in einem unendlich
dimensionalen Vektorraum nehmen wir wieder den Raum Ls(a,b) der qua-
dratisch integrierbaren Funktionen. Als linear unabhéngigen Basisfunktionen
withlen wir die Monome 1,2, 2%, 23,... Die orthogonalen Basisvektoren ey,
die man mit dieser Prozedur erhilt, werden orthogonale Polynome k-ter
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Ordnung pg(x) iiber dem Intervall (a,b) mit

b

/ 0 o(x)pi()p; (%) = 8 (1.31)

a

wobei wir noch eine Gewichtsfunktion g(x) hinzugefiigt haben. Wichtige Bei-
spiele fiir orthogonale Polynome, die man damit erhélt, sind

a=—-00 b=o0 p(x)=e" pp(z) = Hp(z) (Hermitepolynome)
a=0 b=oco p(r)=e" pg(r)= Li(x)(Laguerrepolynome)
a=—-1 b=1 px)=1 pe(x) = Py(x) (Legendrepolynome)

(1.32)

Ein Orthonormalsystem, das gleichzeitig Basis in einem Vektorraum ist,

bezeichnet man als vollstdndiges Orthonormalsystem. Fiir jeden Vektor

gilt dann die Entwicklung (1.16), wobei die Komponenten z; des Vektors x
als Projektion auf die Basisvektoren geschrieben werden kénnen,

X-€e = in<ei'ej) =u;. (133)
j=1

Bei vorgegebener Basis ist ein Vektor eindeutig durch seine Komponenten
bestimmt. Man unterscheidet Zeilenvektoren und Spaltenvektoren,

xy

)
X = (x1,%9,...,&,), bzw. x=| " |. (1.34)

Tn

Diese beiden Notationen bekommen erst in der linearen Algebra beim Um-
gang mit Matrizen und hoheren Tensoren verschiedene Bedeutungen.
Allgemein gilt, dass der Richtungskoeffizient (oder Entwicklungskoeffi-
zient) eines Vektors entlang eines beliebigen Einheitsvektors e gegegen ist
durch
T =X-€=|x|cosy, (1.35)

wobei ¢ der Winkel zwischen beiden Vektoren ist. Die Grosse cos ¢ = . /|x|
wird auch als Richtungskosinus bezeichnet.
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Das Skalarprodukt zweier Vektoren lét sich nun mithilfe der orthogona-
len Basisvektoren schreiben als

i=1 j=1 i=1

ij=1 ij=1
(1.36)
Zum Beispiel stehen die beiden Vektoren x = (1,2) und y = (—2, 1) senkrecht
aufeinander, dax-y =1-(—-2)+2-1=0 ist.

1.3.7 Vektorprodukt

Es gibt es weiteres Produkt, das man aus zwei Vektoren formen kann. In
diesem Fall handelt es sich um das Vektorprodukt, bei dem das Resul-
tat der Multiplikation zweier Vektoren wieder ein Vektor ist. In diesem Fall
betrachten wir den Raum R? und zwei Vektoren x und y, die einen Win-
kel © miteinander bilden. Das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt der beiden
Vektoren x und y ist dann wieder ein Vektor, x X y, dessen Lénge sich zu

|x X y| = |x]||y|sin © (1.37)

berechnet. Die Richtung des Vektors x Xy ist senkrecht zu der Ebene, die von
x und y aufgespannt wird und so, dass {x,y,x X y} ein rechtshindiges Ko-
ordinatensystem ergeben (sieche Abb. 1.8). Geometrisch bedeutet die Lénge

XXy

y

A2,

Abbildung 1.8: Das Vektorprodukt zweier Vektoren x und y ist ein Vektor
der Linge |x||y|sin © und steht senkrecht auf der Ebene die von den beiden
Vektoren aufgespannt wird.

|x| sin © bzw. |y|sin © die Hohe des Parallelogramms, das von x und y aufge-
spannt wird. Das heisst, dass die Lénge des Vektors x x y gerade der Flache
des Parallelogramms entspricht, das von x und y aufgespannt wird.
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Aus dieser Definition ergeben sich folgende Eigenschaften des Vektorpro-
dukts:

1. x X y = 0 nur wenn einer der beiden Vektoren der Nullvektor ist oder
wenn x|y

2. x Xy = —y X x; Antikommutativgesetz
3. x X (y+2z) =x XYy +x x z; Distributivgesetz
4. (ax) xy =x %X (ay) = a(x x y) fiir beliebige reelle Zahlen «

Man beachte, dass das Vektorprodukt nicht assoziativ ist, das heisst, die Hin-
tereinanderausfithrung von Vektorprodukten kann nicht in beliebiger Reihen-
folge durchgefiihrt werden, im allgemeinen gilt also

xX(yxz)#XXy)Xz. (1.38)

Desweiteren beschreibt das Vektorprodukt weniger eine Richtung als einen
Drehsinn. Wihrend ein polarer (normaler) Vektor bei Spiegelung aller
Raumpunkte, z.B. am Koordinatenursprung, seine Richtung &dndert, x —
—x, behilt das Vektorprodukt seine Richtung bei, x x y — (—x) x (—y) =
x X y. Das Vektorprodukt ist also ein axialer oder Pseudovektor.

Vektorprodukt mit Basisvektoren

Wir erinnern uns, dass jeder Vektor in Basisvektoren zerlegt werden kann,
X = x11 + x5 + x3k. Die Vektorprodukte der Basisvektoren sind

ixj=k jxk=i kxi=j
jxi=-k, kxj=-i, ixk=-j
ixi=0, jxj=0  kxk=0. (1.39)

Diese folgen sofort aus der Tatsache, dass die Basisvektoren Einheitsvekto-
ren sind und {i, j, k} ein rechtshindiges Koordinatensystem bilden. Damit
konnen wir das Vektorprodukt zweier Vektoren x und y auf Vektorprodukte
zwischen Basisvektoren zuriickfithren und schreiben

XXy = (.Tll —+ .fL'Qj + (E3k) X (yli + yQJ + ygk)
= (22y3 — w3y2)i — (21y3 — 23y1)j + (v192 — 221 )k, (1.40)
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Die letzte Zeile ist aber nichts anderes als die Determinante

Pk To T T T T,
T ome x| =2 T3i- [Tt T3 b2y (1.41)
TR Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2

die nach ihrer ersten Zeile entwickelt wurde. Der Vorzeichenwechsel im zwei-
ten Term héngt mit der Ordnung der Permutation der Indizes zusammen.

Dadurch, dass das Vektorprodukt x x y senkrecht auf den Vektoren x
und y steht, gelten die Bezichungen

(xxy) x=(xxy) y=0. (1.42)

Diese Eigenschaft kann dazu verwendet werden, einen zu zwei gegebenen
Vektoren senkrecht stehenden Vektor zu finden. Seien beispielsweise x =
(1,2,3) und y = (2, —1,2), dann ist x x y = (7,4, —5). Man iiberpriift, dass
(7,4,-5)-(1,2,3) =7+8—15=0und (7,4,-5)-(2,-1,2) = 14—4—-10=0

sind.

1.3.8 Spatprodukt und doppeltes Vektorprodukt

Zuséatzlich zu den ’einfachen’ Skalarprodukten und Vektorprodukten kann
man Kombinationen aus beiden definieren. Beispielsweise wird ja eine re-
elle Zahl mithilfe des Skalarproduktes aus zwei Vektoren konstruiert. Diese
Vektoren konnen aber selbst die Ergebnisse einer Produktoperation sein.

Spatprodukt

Das Spatprodukt ist die Kombination eines Vektorprodukts zweier Vektoren
und des Skalarprodukts mit einem dritten Vektor, c-(axb). Erinnern wir uns
daran, dass das Vektorprodukt als Determinante geschrieben werden kann,
so folgt, dass
i j k
c-(axb) = c-|lag ay a3
bi by b3

o as

by b

a; as

by bs

ap Qa2

by by

= (01i+02j+03k)'< i— J+

k>
1 C2 C3

= ap az as|, (143)
by by bs
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wobei wir benutzt haben, dass die Basisvektoren orthogonale Einheitsvekto-
ren sind. Damit werden in der ersten Zeile die Basisvektoren jeweils durch
die entsprechenden Komponenten des Vektors c ersetzt.

Die Formel (1.43) kann noch kompakter geschrieben werden, wenn man
das vollstdndig antisymmetrische (Levi—Civita) Symbol €, = i- (j x k)
eingefiihrt, das die folgenden Eigenschaften besitzt:

€123 = €231 = €312 = +1, €130 = €213 = €301 = —1, (1-44)

wobei das Symbol verschwindet, wenn mindestens zwei seiner Indizes gleich

sind. Damit gilt
3

C- (a X b) = Z Cieijkajbk~ (145)
Qg k=1
Das Levi-Civita-Symbol dndert sich bei zyklischer Vertauschung seiner Indi-
zes nicht, so dass damit fiir das Spatprodukt folgt, dass

c-(axb)=b-(cxa)=a-(bxc). (1.46)

Die i-te Komponente des Vektorprodukts (1.40) lesen wir somit zu

3
(@axb)y =Y epab, i=1,23 (1.47)

7,k=1

ab. Unter Verwendung der Kommutativitit des Skalarproduktes folgt wei-
terhin, dass
a-(bxc)=(axb)-c, (1.48)

das heisst, skalare und vektorielle Multiplikation lassen sich im Spatprodukt
(und nur dort!) vertauschen.

Die geometrische Interpretation des Spatprodukts konnen wir uns aus den
Eigenschaften des Skalarprodukts und des Vektorprodukts zusammenbauen.
Wir erinnern uns, dass der Betrag des Vektorprodukts zweier Vektoren gerade
der Flidche des von ihnen aufgespannten Parallelogramms ist. Das Skalarpro-
dukt hingegen ist die Hohe des dritten Vektors iiber dem Parallelogramm.
Kombiniert man beide Interpretationen, so erhélt man, dass das Spatpro-
dukt das Volumen des von den drei Vektoren x, y und z aufgespannten
Parallelepipeds darstellt (sieche Abb. 1.9). Dabei muss man beachten, dass
das Spatprodukt sowohl positiv als auch negativ sein kann. Es ist positiv,
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Abbildung 1.9: Der Betrag des Spatprodukts c-(axb) ist gleich dem Volumen
des durch die drei Vektoren aufgespannten Parallelepipeds.

wenn die Vektoren x, y und z ein rechtshéndiges Koordinatensystem bilden,
und es ist negativ bei einem linkshéndigen Koordinatensystem. Das Spat-
produkt verschwindet, wenn die drei Vektoren alle in einer Ebene liegen. In
diesem Fall nennt man die Vektoren koplanar.

Doppeltes Vektorprodukt, Lagrangesche Identitét

Das doppelte Vektorprodukt ist ebenfalls eine Konstruktion aus drei Vekto-
ren a, b und c, die wie folgt gebildet wird:

d=ax (bxc). (1.49)

Da das Ergebnis des Vektorprodukts bx c ein Vektor ist, der senkrecht auf der
Ebene steht, die von b und ¢ aufgespannt wird, ergibt dessen Vektorprodukt
mit a wiederum einen Vektor, der senkrecht auf der Ebene steht, die von a
und b x ¢ aufgespannt wird. Das liefert einen Vektor in der Ebene von b und
c, also einen zu b und ¢ koplanaren Vektor. Wir konnen also den Vektor d
entwickeln nach

d = a;b + asc. (1.50)

Da nun aber a-d =0 = aja-b+ asa- c gilt, folgt bis auf einen willkiirlichen
Faktor oy = a-c und ay = —a - b, und damit der Entwicklungssatz

‘ax(bxc):b(a'c)—c(a-b) ‘ (1.51)
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Mit dieser Formel wird auch explizit klar, dass das doppelte Vektorprodukt
tatséchlich in der von b und c aufgespannten Ebene liegt.

Mithilfe des Levi-Civita-Symbols schreiben wir das doppelte Vektorpro-
dukt um in

3 3
[ax (b xc)] E €ijraj(b x c)g g €10 €kmnbmCn.- (1.52)
7,k=1 Jk;mmn=1

Aus dem Entwicklungssatz folgt eine Eigenschaft des Levi—Civita-Symbols,
die wir ohne Beweis angeben,

3
Z €ijk€kmn = 5im5jn - 6in6jm- (153)

Fiir das doppelte Vektorprodukt gilt die Jacobische Identitit
X (bxc)+cx(axb)+bx(cxa)=0, (1.54)

aus der sofort die Nichtassoziativitéit des Vektorprodukts (1.38) folgt.

Auf &hnliche Weise kann das gemischte vierfache Produkt (ax b)-(cx d)
vereinfacht werden. Zuerst schreiben wir die beiden Vektorprodukte und das
Skalarprodukt in Indexnotation um als

(axb)-(cxd)=> (axblilcxd)i= > €bimnCmdn. (1.55)

i=1 i,j,k,;mmn=1
Dann verwenden wir die Eigenschaft (1.53) und finden

3 3

(axb)-(cxd) = Z (0jmOkn — 0jnOkm ) bgCrmdy, = Z a;bicidy, — a;bicrd,
J.k;mmn=1 7,k=1
(1.56)
und damit schliesslich die Lagrangesche Identitét
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c). (1.57)

Ohne die Verwendung des Levi-Civita-Symbols kann die Lagrangesche Iden-
titdt wie folgt gezeigt werden. Wir wissen, dass in einem Spatprodukt skalare
und vektorielle Multiplikation vertauschbar sind, also gilt

(axb)-(cxd)=a-[bx(cxd)]. (1.58)
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Mithilfe des Entwicklungssatzes fiir das doppelte Vektorprodukt gilt
bx(cxd)=(b-d)c—(b-c)d, (1.59)

woraus durch Einsetzen in (1.58) die Lagrangesche Identitét (1.57) folgt.

1.4 Zusammenfassung

Dieses Kapitel soll die Grundbegriffe der Vektoralgebra verdeutlichen. Dazu
gehoren die Definitionen des kartesischen Koordinatensystems in ein, zwei
und drei Dimensionen und die Darstellung von Vektoren in diesen Réumen.
Die grundlegenden Eigenschaften der Addition von Vektoren und der Multi-
plikation mit reellen (oder komplexen) Zahlen fithrte uns zu dem Begriff des
linearen Vektorraumes, den man auf andere als nur geometrische Vektoren
verallgemeinern kann.

Als néchstes haben wir die Lédnge oder Norm eines Vektors definiert,
was zur Notation der Einheitsvektoren fithrte. Spezielle Einheitsvektoren, die
parallel zu den Koordinatenachsen liegen, werden zu Basisvektoren, in denen
beliebige Vektoren entwickelt werden kénnen. Auch hier kénnen allgemeinere
normierte Rdume, sogenannte Banachriume, betrachtet werden.

Die Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren, dessen Ergebnis eine
reelle (oder komplexe) Zahl ist, lieferte die Eigenschaft der Orthogonalitéit
zweier Vektoren. Interessant wird fiir spiatere Anwendungen, dass man auch
Funktionen als orthogonal zueinander ansehen kann, wenn man nur ein all-
gemeineres innere Produkt eingefiihrt hat. Normierte Vektorrdume, in denen
ein Skalarprodukt definiert ist, heissen auch Hilbertriume.

In dreidimensionalen Rdumen kann ein weiteres Produkt zwischen zwei
Vektoren, das Vektorprodukt, eingefiihrt werden, dessen Ergebnis wiederum
ein Vektor ist. Dessen geometrische Interpretation ist die von den Vekto-
ren aufgespannte Fliche, was iiber das Spatprodukt auf das Volumen des
Parallelepipeds dreier Vektoren verallgemeinert wird.
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