Kapitel 3

Quantenoptik makroskopischer
Korper

Nachdem wir die Grundlagen der Feldquantisierung in Anwesenheit makro-
skopischer Kérper erarbeitet haben, sind wir nun in der Lage, deren Ein-
fluss auf die Propagation nichtklassischen Lichts sowie auf die Dynamik von
Atomen und Molekiilen in der Nidhe von Oberflichen zu beschreiben. Der
wesentliche Vorteil dieser Beschreibungsweise ist, dass keine mikroskopische
Beschreibung der makroskopischen Korper notwendig ist, sondern deren Ei-
genschaften ausschliefllich {iber (experimentell messbare!) Responsefunktio-
nen wie Permittivitdten, Brechungsindizes, Reflexionskoeffizienten etc. in die
Quantentheorie eingehen.

3.1 Lichtpropagation durch Medien

In der Vorlesung ’Grundlagen der Photonik’ hatten wir gesehen, dass Licht
in Quantenzustinden prapariert werden kann, deren Photonenstatistik keine
klassische Entsprechung haben.! Solche nichtklassischen Zustinde besitzen
Quanteneigenschaften, die in hochauflésender Spektroskopie oder der Quan-
teninformationsverarbeitung ihre Anwendung finden. Wir wollen uns hier der
Frage zuwenden, wie diese nichtklassischen Eigenschaften bei der Propagati-
on durch Medien beeinflusst werden.

'Wir hatten dazu spezielle operative Kriterien wie Squeezing und Antibunching be-
trachtet. In der Vorlesung 'Grundlagen der Photonik’ von Prof. Vogel werden allgemeine
Kriterien fiir die Nichtklassizitédt angegeben.
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Von einem in einem kohérenten Zustand |a) préparierten (Einmoden-
) Lichtfeld wissen wir, dass dessen Intensitiit durch (I(r)) = w?|A(r)|?]al?
gegeben ist. Aus der klassischen Elektrodynamik ist bekannt, dass die In-
tensitdat beim Durchgang durch ein Medium nach dem Lambert-Beer-Gesetz
exponentiell mit der Propagationslinge abfiillt, I(z) = I(0)e=%*, wobei der
Extinktionskoeffizient [ iiber f = k(w)w/c mit dem Imaginérteil x(w) des
Brechungsindex zusammenhéngt. Die kohérenten Zusténde waren nun genau-
so definiert, dass sie den klassischen Lichtzustidnden am néchsten kommen.
Damit konnen wir durchaus annehmen, dass die Quanteneigenschaften der
kohérenten Zustédnde beim Durchgang durch ein Medium erhalten bleiben
und nur die kohéirente Amplitude verdindert wird,?

) — e P22 (3.1)

Interessanter wird es, wenn wir uns Superpositionen kohérenter Zustédnde
der Form |¢)) o |a) + | — ) ansehen. Solche Zusténde haben kein klassisches
Pendant, da ihre Wignerfunktion® in einigen Bereichen des Phasenraumes
negativ wird, was als Zeichen von Nichtklassizitdt gewertet wird. Der dazu-
gehorige Dichteoperator besteht aus Diagonaltermen der Form | + o) (+a],
die sich sicherlich dhnlich wie einzelne kohéirente Zustéinde verhalten wer-
den, aber auch aus Nichtdiagonaltermen der Form | + a)(Fal, die aus der
kohiirenten Superposition stammen. Eine klassische Uberlegung des Propa-
gationsverhaltens wird hier nicht weiterhelfen, sondern eine Quantentheorie
wird vonnoten sein, um die Ausbreitung von Quantenzusténden des Lichts
zu erkléren.

3.1.1 Input-output-Relationen ohne Verluste

Zur Vorbereitung auf die Theorie der Lichtausbreitung durch verlustbehaf-
tete Medien wollen wir zunéchst den einfacheren Fall von verlustlosen Ma-
terialien untersuchen. Zur Vereinfachung stellen wir uns eine effektiv eindi-
mensionale Situation vor, in der linear polarisiertes Licht senkrecht auf eine
planparallele Platte der Dicke d und dem (reellen) Brechungsindex n auftrifft
(Abb. 3.1). Der Operator des elektrischen Feldes wird hier zu einem skalaren

2Wir werden im Verlauf dieses Kapitels sehen, dass dem tatsichlich so ist.
3Zur Definition der Wignerfunktion und anderer Quasiwahrscheinlichkeitsverteilungen
siehe Vorlesung ’Grundlagen der Quantenoptik’ von Prof. Vogel.

41



a4 %)

d

Abbildung 3.1: Modell eines verlustloses Strahlteiler, modelliert durch ein
planares Schichtsystem der Dicke d.

Operator
E(x) :i/dkc|k|A(k,x)d(k) +h.c., (3.2)
wobei die skalaren Modenfunktionen A(k,z) der Helmholtzgleichung
d2
@A(k, z) +n*(z)k* Ak, x) = 0 (3.3)

geniigen. Der Brechungsindex n(z) ist hier definiert als n(z) = n, |z| < d/2
bzw. n(z) = 1, |x| > d/2. Die Losungen dieser Helmholtzgleichung sind wie-
der ebene Wellen, die analog zu den quantenmechanischen Wellenfunktionen
an einer Potentialstufe konstruiert werden kénnen.

Wenn eine von links einlaufende ebene Welle e?** (k > 0) auf die Barriere
trifft, so wird sie in einen reflektierten Anteil R(w)e** und einen trans-
mitterten Anteil T'(w)e*® aufgeteilt. Analog wird eine von rechts (k < 0)
auftreffende ebene Welle ¢** in eine reflektierte und eine transmitterte Wel-
le mit Amplituden R'(w)e~™** und T"(w)e™** aufgeteilt (siche Abb. 3.2). Die
Modenfunktionen erhdlt man demnach zu

B / A etk + R(w)efikx x < _g

B h T (w)etk= r < —
Alk,z) = dreqwA { et + R(w)e e g >4 k<0, (34D)
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Abbildung 3.2: Eine ebene Welle e** mit k > 0 (links) bzw. k < 0 (rechts)
trifft auf einen Strahlteiler von links bzw. rechts und teilt sich in reflektierte
und transmitterte Anteile.

wobei die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten von den Details des
Strahlteilers abhéingen.*

Aus den Gleichungen (3.4a) und (3.4b) liest man ab, dass die Moden-
funktionen in einlaufende und auslaufende ebene Wellen aufgeteilt werden
konnen. Setzt man diese wieder in die Definition des Feldstérkeoperators ein,
kann man das elektrische Feld selbst in einlaufende und auslaufende Felder
zerlegen. Bezeichnet man diese mit

Ey(x) = i/dw\/ 47::6/1 [€¢a(w) + e ay(w)] + hec., (3.5a)
0

n . i hw iz ] —iz2 7

Eo(x) = Z/dw\ / yEs— [e cb(w)+e CbQ(W)] +h.c., (3.5b)
0

so liest man durch Vergleich mit Gl. (3.4a) und (3.4b) die Beziehungen

hw) = Tw)nw) + R ©)iw) (3.6a)

be(w) = R(w)ar(w)+ T (w)ag(w) (3.6b)

zwischen den photonischen Amplitudenoperatoren der einlaufenden und aus-
laufenden Wellen ab. Dies sind die sogenannten input-output-Relationen fiir
die photonischen Amplitudenoperatoren, die sich offensichtlich auch in Ma-
trixform als b(w) = T'(w) - 4(w) schreiben lisst.

Die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten von beiden Seiten sind al-

lerdings nicht unabhéngig voneinander. Wenn die Amplitudenoperatoren am

4Siehe auch das Kapitel zu den Fresnelkoeffizienten.
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Eingang bosonische Operatoren waren, dann miissen es auch die Operatoren
am Ausgang sein, also muss gelten

~

[b1(@), b} ()]
[b2w).B@)] =1= [T@)E+|R@)PE, (3.7b)

[b2(w), B

Die beiden Gleichungen (3.7a) und (3.7b) implizieren Photonenzahlerhal-
tung, wihrend Gl. (3.7c) eine Phasenbeziehung zwischen den Koeffizienten
liefert, speziell gilt |T'| = |T”| und |R| = |R'|. Die Phasen konnen nun bei-
spielsweise so gewahlt werden, dass 7" = T* und R’ = —R* ist. Die Trans-
missionsmatrix T'(w) nimmt also die Form

T(w) R(w)
T(w)= <R*(w) T*(w)) (3.8)

an. Die input-output-Relationen entsprechen also einer unitdren Transforma-
tion.

L= [T +|R W), (3.7a)

T*(w)R(w) + R*(w)T"(w). (3.7¢)

S
~
[
I
o
Il

Quantenzustandstransformation

Die Beziehung (3.6a) ist zunéchst nur eine Relation zwischen den Ampli-
tudenoperatoren. Die Transformation von Quantenzustinden wird darauf
aufbauend wie folgt realisiert. Der Dichteoperator ¢ kann als Funktion der
Amplitudenoperatoren angesehen werden, damit wird gy, = i [a(w), &' (w)].
Wenn wir einen solchen Dichteoperator gegeben haben, der funktional von
den Amplitudenoperatoren der einlaufenden Felder abhingt, dann wollen wir
diesen auch nach der Transformation am Strahlteiler in diesen Operatoren
darstellen. Die input-output-Relationen geben uns nun an, wie diese Trans-
formation aussieht. Wenn nun aber Operatoren wie b(w) = Uta(w)U trans-
formiert werden, so dndert sich ein Quantenzustand wie gy = U @inU f also
mit der inversen unitédren Transformation. Damit erhalten wir die Vorschrift
fiir die Quantenzustandstransformation als

dout[a(w), &' (w)] = du[T(w)* - a(w), TT(w) - a'(w)]. (3.9)

Die jeweils inversen Transformationen von Operatoren und Zustdnden
sind nichts anderes als Konsequenzen der quantenmechanischen Betrach-
tungsweise. Im Schrodingerbild entwickeln sich die Zustdnde mit der Zeit
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und die Operatoren bleiben fest, wahrend es im Heisenbergbild genau an-
dersherum ist. Beide Bilder miissen aber zu denselben Erwartungswerten fiir
Operatoren fiithren, deshalb gilt (O(t)) = (UTOU) = (OU$U1). Die input-
output-Relationen (3.6a) entsprechen somit einer diskreten zeitlichen Ent-
wicklung im Heisenbergbild, die Quantenzustandstransformation (3.9) dem
Schrodingerbild.

Beispiele fiir Quantenzustandstransformationen

Als erstes Beispiel betrachten wir die Transformation kohérenter Zustéinde.
Das elektromagnetische Feld, das auf dem Strahlteiler auftrifft, sei also in
einem zweimodigen kohérenten Zustand prépariert, |a) = |aq, ag). Der da-
zugehorige Dichteoperator ist

om = |a)(a| = D(a)]0,0)(0,0|Df (), (3.10)

wobei D(at) = D(ay)D(a3) der zweimodige kohiirente Verschiebungsopera-
tor ist,”> den wir in der Form

D(a) = e @' -2 (3.11)

schreiben kénnen. Wenden wir nun die Quantenzustandstransformation (3.9)
an und ersetzen a mit TF - a und a' mit T7 - &, dann ist dquivalent dazu,
die kohédrente Amplitude o durch T - ¢ zu ersetzen, weil

eaT,TT‘éT_a+‘T+.é _ e(T~o¢)T-éﬂL—('T"ilﬁé_ (3.12)

Damit wird der Verschiebungsoperator zu ﬁ(T - o) und wir erhalten

Oout = |T-a)(T-a| = |[Toy+Rag, —R a1 +T"ag) (T'ay+Ras, —R oy +T s ,

(3.13)
was besagt, dass ein zweimodiger kohérenter Zustand wieder in einen solchen
iibergeht, wobei die kohdrenten Amplituden gerade wie die input-output-
Relationen (3.6a) transformiert werden,

o) =Tay + Rag, oy=—Ra;+T ay. (3.14)

Damit sehen wir, dass sich die kohdrenten Zusténde wie klassisches Licht ver-
halten, indem ihre Amplituden unabhéngig voneinander transformiert wer-
den.

5Dieser wurde in der Vorlesung ’Grundlagen der Photonik’ definiert.
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Ein weiteres Beispiel soll nun zeigen, dass sich nichtklassische Zustédnde
génzlich anders verhalten. Nehmen wir an, das elektromagnetische Feld am
Eingang sei ein Produktzustand aus zwei Fockzustdnden mit jeweils einem
Photon, [¢;,) = |1,1). Unter Verwendung der Transformationmatrix (3.8)
wird der transformierte Zustand am Ausgang zu

[Wou) = a1a}[0,0) = (T — R*0])(Rb} +T"6})(0,0)
= |TR®D? = TR @) + (1T — [R[?) 665 10.0)
= V2T'R|2,0) — V2T*R*(0,2) + (|T]> — |R*) |1,1). (3.15)
Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel ist dies kein Produktzustand mehr,
sondern im allgemeinen ein verschriinkter Zustand.® Insbesondere verschwin-

det fiir einen symmetrischen Strahlteiler mit 7 = R = 1/+/2 die urspriingliche
|1, 1)-Komponente und es verbleibt ein maximal verschrénkter Bellzustand

1
V2

Dies ist ein Resultat quantenmechanischer Interferenz am Strahlteiler, bei der
die quantenmechanischen Amplituden und nicht die Intensitéten aufaddiert
werden. Diesen Interferenzeffekt von Photonen nennt man auch Hong—Ou—
Mandel-Effekt.”

W}out) = (|270> - ‘072>) : (316)

3.1.2 Absorbierende Strahlteiler

Die input-output-Relationen (3.6a) sind eine Konsequenz der Photonenzah-
lerhaltung am verlustlosen Strahlteiler und werden so an realistischen Objek-
ten nicht gelten kénnen, da in Anwesenheit von Absorption |T|* + |R|* < 1
gilt und damit die Unitaritéit der Transformation verletzt wird. Wir miissen
hier also auf die makroskopische QED zuriickgreifen und die input-output-
Relationen aus der makroskopischen Felddarstellung mit den dynamischen
Variablen f(r,w) herleiten.

6Zur genauen Definition des Begriffes Verschrinkung muss ich Sie auf die Vorlesung
’Grundlagen der Quantenoptik’ verweisen.

"Zuerst experimentell gezeigt in C.K. Hong, Z.Y. Ou, and L. Mandel, Phys. Rev. Lett.
59, 2044 (1987).
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Wie schon zuvor beschranken wir uns auf eine eindimensionale Feldaus-
breitung. Der Operator des elektrischen Feldes ist somit

=14/ /dw/dx\/ (2, w) Gz, 2", w) f(2',w) + h.c. (3.17)
TI'E().A

mit der eindimensionalen Greenschen Funktion

82 / wQ / /
—wG(x,x,w)—C—zs(x,w)G(x,J:,w) =0(z—2a'). (3.18)

Fiir ein homogenes Medium mit ortsunabhéngiger Permittivitit e(w) ist die
Losung dieser Gleichung

[ dk eka—a)e W -1 W
Gz, 2 \w) = / R PR TE =— [QZZn(w)} exp [zzn(w)hj — ]

(3.19)
mit n(w) = y/e(w) = n(w) + ik(w). Damit kann das elektrische Feld (3.17)

in nach links bzw. rechts laufende ebene Wellen derart zerlegt werden, dass

=i o
=1 [ dw
47T€()C17 )AnR(
0

u)
% [ in(w) wa:/c + z, w +e in(w) WJZ/C’\ —|—hC (320)
gilt, wobei
+x
o (2, w) = in/26(w)w/ceTrWwe/e / da’ e~ m@wa’/e f(4a! ) (3.21)

die rdumlich verdnderlichen Amplitudenoperatoren darstellen. Aus den Ver-
tauschungsregeln fiir die dynamischen Variablen folgt fiir die Amplituden-
operatoren

a4 (2,w), ds (2, W")] = e " @lz=2l/eg () — o' (3.22)

Insbesondere werden die Operatoren wieder die iiblichen bosonischen Ampli-
tudenoperatoren, wenn Absorption vernachlissigt werden kann (k(w) — 0).
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Die raumlich verdnderlichen Amplitudenoperatoren erfiillen die raumliche
Langevingleichung

aidi(x,w) - :F/ﬁ(w)%&i(x,w) + Fy(2,0) (3.23)

mit den operatorwertigen Langevinrauschquellen

Fy(z,w) = +iy/26(w)w/ceTM@we/ f(r o). (3.24)

Wie wir schon eingangs in Verbindung mit dem geddmpften harmonischen
Ostzillator gesehen haben, gilt fiir die Erwartungswerte

(a4(z,w)) = (ax (2’ w))e " @wle=al/e o4/ >0 (3.25)

fiir beliebige (a4 (2',w)), wenn die Erwartungswerte der dynamischen Varia-
blen verschwinden.

Im Falle eines Strahlteilers mit den Bezeichnungen wie in Abb. 3.1 erset-
zen wir a4 (—d/2,w) — a;(w) und a_(d/2,w) +— as(w) und finden unmittel-
bar deren Vertauschungsregeln

[dl(w), il (w')} - [ag(w), a;(w')] = 5w — ) (3.26)

sowie [a;(w), ab(w')] = 0. Damit sind bisher nur die dynamischen Variablen
auflerhalb der Strahlteilerplatte abgedeckt. Fiir das Innere der Platte mit
dem Brechungsindex n(w) definieren wir die Operatoren

/2
gi (CU) =4 ) u(}d w) ein(w)wd/(Qc) / dz’ [ein(w)wx’/c + efin(w)wx'/ci| f(l’/,LU)
+\, e
(3.27)
mit den Koeffizienten®
Ay (d, w) = e—rwe {sinh[ﬁ(w)wd/c] n sin[n(w)wd/c]} . (3.28)
K(w) n(w)

Die Operatoren §.(w) beschreiben nun ausschlielich Anregungen innerhalb
der Platte. Per Konstruktion sind sie ebenfalls bosonische Variable, also gilt

G(w), 3L @)] = 0w —),  [gelw) gbw)] =0, (329)

8Fiir Details zu dieser Rechnung verweise ich auf T. Gruner and D.-G. Welsch, Phys.
Rev. A 54, 1661 (1996).
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Die input-output-Relationen (3.6a) konnen nun dahingehend verallgemei-
nert werden, dass eine Verkniipfung der auslaufenden Amplitudenoperatoren
by (w) und by(w) nicht nur mit den einlaufenden Amplitudenoperatoren a; (w)
und as(w), sondern auch mit den Operatoren der Plattenanregungen g (w)
in der Form

b(w) = T(w) - a(w) + A(w) - g(w) (3.30)

aufgeschrieben werden kann. Die Matrix A(w) ist die charakteristische Ab-
sorptionsmatrix des Strahlteilers und setzt sich ebenfalls aus dem Brechungs-
index und der Plattendicke zusammen. Da die auslaufenden Amplitudenope-
ratoren bosonischen Vertauschungsregeln geniigen sollen, muss die Matrixre-
lation

Tw) THw)+AWw) - AT (w)=1 (3.31)

gelten, die die Unitaritédtsbeziehung der Transmissionsmatrix ablost.

Quantenzustandstransformation an absorbierenden Strahlteilern

Ausgehend von den input-output-Relationen (3.30) fiir absorbierende Strahl-
teiler wollen wir nun die dazugehorige Quantenzustandstransformation ab-
leiten. Die Energieerhaltung (3.31) impliziert nun aber, dass keine unitére
Transformation fiir die elektromagnetischen Feldoperatoren allein gefunden
werden kann. Andererseits besagt die Beziehung (3.31), dass die Photonen-
zahl bei Transmission, Reflexion und Absorption erhalten ist, so dass eine
unitdre Transformation in einem grofleren Hilbertraum, in dem sowohl die
photonischen Amplitudenoperatoren als auch die Plattenoperatoren wirken,
gefunden werden kann. Wir erweitern dazu unseren Satz von Operatoren um
die Hilfsgrofen h(w) und definieren die vierdimensionalen Vektoren

(). =)

Fiir diese kénnen die input-output-Relationen (3.30) zu einer vierdimensio-
nalen unitdren Matrixtransformation

Bw) =Aw) - &(w) (3.33)

mit A(w) - AT (w) = I zusammengefasst werden. Da nur die oberen beiden
zweidimensionalen Matrixblocke in A(w) durch die input-output-Relationen
(3.30) explizit vorgegeben sind, hat man bei der Wahl der iibrigen beiden
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Blockmatrizen etwas Freiheit. Verlangt man aber, dass die Matrix A(w) ein
Element der Gruppe SU(4) wird, dann kann sie in der Blockmatrixform

_ T(w) A(w)
A(W) B <_S(W) . C*l(w) . T(w) C(w> .81 w) . A(w)) (334)

geschrieben werden, wobei die beiden zweidimensionalen hermiteschen Ma-
trizen C(w) = /T (w) - T*(w) und S(w) = /A(w) - A*(w) miteinander
kommutieren.

In Analogie zum verlustlosen Strahlteiler wird ein Quantenzustand g;, =
o[ (w), &'(w)], der als Funktional der einlaufenden Amplitudenoperatoren
und der Plattenoperatoren geschrieben werden muss, unitéir zu

Oout = 0m [AT (W) - &(w), AT (w) - dT(w)} (3.35)

transformiert. Der Quantenzustand des elektromagnetischen Feldes allein
wird dann nach partiellem Abspuren {iber die Plattenfreiheitsgrade

oot = e L5, [AY (W) - &(w), AT(w) - &' (w)]} . (3.36)

Gleichung (3.36) ersetzt nun die Quantenzustandstransformation (3.9) an ei-
nem verlustlosen Strahlteiler. Ahnliche Relationen wiirde man auch durch
eine Quantentheorie offener Systeme wie z.B. durch Auswertung von Mas-
tergleichungen bekommen. Dies ist hier nicht notig, weil die Wirkung der
Umgebung (hier des absorbierenden Strahlteilers) explizit bekannt ist. Wenn
der urspriingliche Quantenzustand der Plattenvariablen bekannt ist (z.B. der
Grundzustand oder ein thermischer Zustand), sind alle anderen Informatio-
nen in den Transmissions- und Absorptionsmatrizen enthalten, die aus der
Greenschen Funktion folgen bzw. experimentell bestimmbar sind.

Beispiele fiir Quantenzustandstransformationen

Wir wollen die Quantenzustandstransformation (3.36) nun mit einigen Bei-
spielen illustrieren. Wir beginnen wieder mit der Transformation kohérenter
Zusténde. Seien nun sowohl das einlaufende Feld als auch der Strahlteiler in
kohérenten Zustdnden prapariert, so dass

o =) e (7 a4t @), v=(5) . G
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Nach Anwendung der Quantenzustandstransformation erhilt man wieder
einen kohérenter Zustand

o =le)c], =T ct+A d. (3.38)

Die jeweiligen koh#renten Amplituden der auslaufenden Felder werden so-
mit nicht nur durch die Transmissionsmatrix bestimmt, sondern iiber die
kohérenten Amplituden der Plattenoperatoren auch durch die Absorptions-
matrix.

Im néchsten Beispiel wird ein n-Photonen-Fockzustand in einen Eingangs-
kanal gegeben und sowohl der andere Eingang als auch die Plattenvariablen
im Grundzustand belassen, das heisst, [¢i,) = |n,0,0,0). Man kann nun
zeigen, dass der reduzierte Quantenzustand eines Ausgangs gerade

n

~ n n—k
%y =30 () M (1= 1) e (3.30)

k=0

wird.? Man erkennt, dass der Quantenzustand des auslaufenden Feldes nur
Fockzusténde mit maximal n Photonen enthélt, was der Unitaritdt und da-
mit Photonenzahlerhaltung der Transformation geschuldet ist. Das Resul-
tat suggeriert die Interpretation, dass jedes der n Photonen den Effekt der
Transmission bzw. Reflexion erfihrt. Diese Argumentationslinie ist aber nur
richtig, wenn die Platte in ihrem Grundzustand prapariert ist.

Zum Schluss betrachten wir noch das Paradebeispiel fiir Dekohérenz, den
Zerfall von Quantenkorrelationen. Wir nehmen dazu an, dass das Feld in
einem Eingang in einer Superposition zweier kohérenter Zusténde prépariert
wurde, und die restlichen Moden alle im Grundzustand belassen wurden. Der
Eingangszustand ist demnach

|%in) (o) +1—a))0,0,0), N =2[1+exp(—2la]*)].  (3.40)

_
VN

Der Quantenzustand an einem Ausgang wird dann

(F 1
By = N{\leaMlea! + | = Tha)(~Thal
e 2ol A=ITaP) (|73 ) (~ Tha] + | — lea><lea\)} . (3.41)

9Details zu dieser und anderen Rechnungen in L. Knoll, S. Scheel, E. Schmidt, D.-
G. Welsch, and A.V. Chizhov, Phys. Rev. A 59, 4716 (1999).
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Bei Transmission durch eine Platte (oder optische Faser) verschwindet durch
Absorptions- und Reflexionsverluste die Superposition exponentiell, so dass
nur noch eine klassische Uberlagerung zweier kohérenter Zusténde iibrigbleibt.
Durch die Beziehung 1 —|Ty;|? = |Tao|?+]|Ag1|*+| Az |? sind gerade der Trans-
missionskoeffizient |T5;|? mit dem Reflexionskoeffizienten |Th2|? und den da-
zugehorigen Absorptionskoeffizienten verkniipft. In einer Darstellung mithil-
fe der Wignerfunktion'® erkennt man deutlich den Einfluss der Dekohiirenz

0.
Wik (as)

Abbildung 3.3: Wignerfunktion der Superposition zweier kohérenter
Zusténde vor (links) und nach (rechts) Transmission durch eine optische Fa-
ser mit |T21’2 = 0.95.

(Abb. 3.3). Die quantenmechanische Superposition der kohérenten Zusténde
erzeugt Interferenzen in der Wignerfunktion (links), die selbst bei einem
Transmissionsgrad von |Ty;]* = 0.95 schon fast verschwunden sind (rechts).

An diesem Beispiel wird klar, wie schwierig es ist, nichtklassisches Licht
iiber laingere Strecken zu iibertragen und dabei dessen nichtklassische Eigen-
schaften zu erhalten. Bemerkenswert ist auch, dass Quanteneigenschaften wie
Nichtklassizitdt und Dekohérenz direkt durch makroskopische, experimentell
messbare Groflen wie Transmissionskoeffizienten ausgedriickt werden kann
und keine mikroskopische Beschreibung der Wechselwirkung des elektroma-
gnetischen Feldes mit dem Medium notwendig ist.

OFiir die Definition der Wignerfunktion und anderer Quasiwahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, siehe die Vorlesung 'Grundlagen der Quantenoptik’.
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3.2 Atom-Feld-Wechselwirkung in der Nihe
von Oberflichen

Die Quantentheorie des Lichts in Anwesenheit von absorbierender Materie
soll nun dazu eingesetzt werden, die atomare Dynamik in der Néhe von Ober-
flichen zu untersuchen.

3.2.1 Heisenbergsche Bewegungsgleichungen

Wir werden uns zunéchst den gekoppelten Heisenbergschen Bewegungsglei-
chungen zuwenden und diese ndherungsweise l6sen. Dazu benétigen wir einen
Hamiltonian, den wir in

]:II HF+HA+Him (342)

aufteilen wollen. In Analogie zur Feldquantisierung im freien Raum kann man
zeigen, dass der Hamiltonian des elektromagnetischen Feldes in Anwesenheit
makroskopischer Korper in der Diagonalform

oo

e = / o / Pr o £ (e, w) - Fr, w) (3.43)

0

geschrieben werden kann.!! Diese Bilinearform ist aus der QED in Vakuum
bekannt, bei der der Hamiltonian

. 1
Hp = hwy (aiaA + 2> (3.44)
A

als Summe iiber die Moden A dargestellt wurde. Der Beitrag der Grundzu-
standsenergie wurde dabei in Gl. (3.43) schon weggelassen, da ein konstanter
Term im Hamiltonian keinen Beitrag zu den Bewegungsgleichungen liefert.
Fiir das Atom beschranken wir uns auf ein Zweiniveausystem mit einem
Grundzustand |g) und einem angeregten Zustand |e) mit dem Hamiltonian

- 1
Hp = hwele)(e| + hw,|g)(g| = §7MA&Z + const. (3.45)

Man zeigt beispielsweise, dass die zeitabhingigen Maxwellschen Gleichungen gerade
die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen mit dem Hamiltonian Hp darstellen.
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mit wy = we —wy und 6, = |e){e| — |g)(g|. Die Wechselwirkung zwischen
elektromagnetischem Feld und Atom beschreiben wir in der Dipolnéherung
und der Drehwellenndherung als

Hyy = —d-E(ry) = —d - E®(r))6 —d - EO(ry)67 (3.46)

mit einem reellen Ubergangsdipolmoment d und den Operatoren 6 = |g)(e]
und 61 = |e)(g|. Die Operatoren E®)(r,) beschreiben die positiven bzw.
negativen Frequenzkomponenten des elektrischen Feldes.

Aus den Vertauschungsregeln der atomaren Ubergangsoperatoren

(6,67 =—6., [6,6.]=26, [67,6.]=—26 (3.47)

und denen der dynamischen Feldvariablen folgen sofort die Heisenbergschen
Bewegungsgleichungen zu

. 1 . 2 .
G, = = [527[{] = EZATd "E®(ry) +he., (3.48a)
: 1 X .

6f = = [(;T, H} = jwa6T + %d "EO(ry)0. (3.48b)

7

£(r,w) = % [f‘(r,w), H} — iwf(r,w) + w? fer,w)

2 hmeg

d-G*(ra,ra,w)o.
(3.48c¢)

Diese bilden einen Satz gekoppelter Differentialgleichungen fiir die atomaren
und elektromagnetischen Feldoperatoren und sind nicht geschlossen losbar.
Interessiert man sich nur fiir die atomare Dynamik, so kann die Bewegungs-
gleichung fiir die Feldvariablen formal gelést werden mit dem Ergebnis, dass
das elektrische Feld

(o) t
. 2
B (14, 8) = B (14, 6) + — / dwTm G(r s, a,0) -d / dt’ e (t))
TEy C
0 0

(3.49)
durch eine Integralgleichung iiber die atomaren Groflen gegeben ist. Hier-
bei haben wir schon die Integralrelation (2.96) fiir die Greensche Funktion
benutzt. Eingesetzt in die Differentialgleichungen (3.48a) und (3.48b) resul-
tiert in Integrodifferentialgleichungen fiir die atomaren Variablen. Der Term
ED (r4,t) beschreibt dabei den Einfluss eines von aufien angelegten treiben-

free
den Feldes, der zweite Term das durch den atomaren Dipol erzeugte Feld.
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Um die entstehenden Integrodifferentialgleichungen zu vereinfachen, ver-
wendet man die Markovnaherung, die uns bei der Theorie der offenen Quan-
tensysteme schon begegnet ist. Dabei wird von dem Operator 6(¢') die schnel-
le Zeitentwicklung abgespaltet und die langsam verédnderliche Amplitude an
der oberen Integrationsgrenze aus dem Integral herausgezogen. Damit bleibt

t t

/dt' —iw(t— t)&(t/) :&( )/dt/ —i(w—wa)(t—t)
0 0

~ & (1) [wa(w _w)+ip—2 ] | (3.50)

wyp — W

Eingesetzt in die Gleichungen (3.48a) und (3.48b) erhélt man Differential-
gleichungen fiir die atomaren Operatoren in der Form

0, =-T(1+6.)+ [h oid - Efr'gl(rA) + h.c.] ) (3.51a)
of = [ (wa — dw) — F} 51+ hd Efree(rA)az, (3.51b)
wobei wir die Abkiirzungen
2w?
I= heO?Qd ImG(ra,ry,wa)-d (3.52a)
und
w? w'd-ImG d
dw = ——P / mG(ra,ra,w)- (3.52b)
hWEo W —wa

eingefithrt haben, deren physikalische Interpretation wir uns gleich genauer
ansehen werden.

3.2.2 Modifizierte spontane Emission

Die effektiven Bewegungsgleichungen (3.51a) und (3.51b) beschreiben nun
die atomare Dynamik unter dem Einfluss eines treibenden dufleren Feldes
Efree(rA). Fiir ein dufleres Feld in einem kohirenten Zustand, dquivalent
zu einem klassischen treibenden Feld, werden die Gleichungen (3.51a) und
(3.51b) zu den quantenoptischen Blochgleichungen. Einen wichtigen Spezial-
fall erhdlt man, wenn tiberhaupt kein dufleres Feld anliegt. In diesem Fall ist
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Gl (3.51a) direkt losbar. Schreiben wir den Inversionsoperator &, als Diffe-
renz der Projektionsoperatoren 6., = |e)(e| und 6,4 = |g)(g| und verwendet
die Vollstédndigkeitsrelation fiir ein Zweiniveausystem, o, + 644 = 1, dann
kann Gl. (3.51a) in eine Differentialgleichung fiir den Projektor auf den an-
geregten Zustand umgeschrieben werden,

Oee = —T6e . (3.53)
Dessen Losung ist offensichtlich
Gee(t) = e TG (1) . (3.54)

Ihre Interpretation ist, dass ein Atom, das zu einem Zeitpunkt ¢ in einem
angeregten Zustand priapariert wurde, ohne treibendes Feld in seinen Grund-
zustand iibergeht. Dieser Prozess der spontanen Emission geschieht mit einer
Rate I'; die nun von der Anwesenheit makroskopischer Kérper bestimmt wird.

Die spontane Zerfallsrate (3.52a) ist proportional zur lokalen Modendichte
an der Position des Atoms. Zusammen mit der Relation (2.100) kann man
die Zerfallsrate in

m [ A A
r:% dod - (0[E(r4,w) ® Bf(rs,ws)]0) - d (3.55)

0

umschreiben. In dieser Form erinnert die Beziehung an Fermi’s goldene Re-
gel, die aus der zeitabhingigen Storungstheorie zweiter Ordnung folgt. In
der Tat stimmen die Naherungen, die zu Gl. (3.52a) gefithrt haben, d.h.
Drehwellenndherung und Markovndherung, mit der zweiten Stérungsordnung
iiberein.'? Die Interpretation der spontanen Emission ist nun, dass aufgrund
des Auftretens aller Frequenzen im quantisierten elektromagnetischen Feld
des elektrischen Feldes eine resonante Wechselwirkung des Atoms mit den
Fluktuationen auftritt. Spontane Emission ist also nichts anderes als stimu-
lierte Emission durch Vakuumfluktuationen.

Die spontane Emissionsrate im freien Raum erhélt man durch Einsetzen
der Greenschen Funktion G (p,wa) im Limes p — 0 [Gl. (2.108)] und
finden, dass

p AP

—_— W . (3.56)

12Djie Frage, die sich hier stellt, ist dann sicherlich, warum man nicht von vornherein
Storungstheorie verwendet hat. Man kann in der Tat die Heisenbergschen Bewegungsglei-
chungen auch im Extremfall starker Kopplung, also extrem nicht-Markovscher Dynamik,
16sen, die sich einer storungstheoretischen Behandlung entzieht.
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Die spontane Emission im freien Raum geschieht also isotrop, da sie nur vom
Betrag des Ubergangsdipolmoments abhéingt.

Diese Isotropie wird durch die Anwesenheit von Medien gebrochen. Als
Beispiel hierfiir betrachten wir ein Atom vor einem dielektrischen Halbraum.
Die Greensche Funktion dafiir, speziell der Streuanteil in Reflexion, entneh-
men wir GL. (2.141). Im Koinzidenzlimes r — r’ vereinfacht sich die Struktur
stark, so ist die Winkelabhéngigkeit nur in den Polarisationseinheitsvektoren
zu finden. Die Winkelintegrale werden dann zu

0

1 2 1 100
27T/dcp el ®e, = 5 010 (3.57)
) 00 0
und
! 7d @ em = kg e o (3.58)
— pe, ®e, = 55 1s . .
27 2M\o 0 o

Befindet sich das Atom so nahe an der Oberfliache, dass die Bedingung
z L /le(w)|w/c erfiillt ist, so kann man die Néherungen ki, =~ ik und
ko, ~ ik vornehmen. In diesem nichtretardierten Grenzfall kann man das
verbleibende k|-Integral analytisch ausfithren und erhélt

GO )~ W) =1 01 o (3.59)
rr.w)>~ . .
o Rrwew)+1 1y o 9

Die Tatsache, dass der Streutensor zwar diagonal, aber nicht proportional
zur Einheitsmatrix ist, deutet auf die Brechung der Isotropie hin.

Eingesetzt in Gl. (3.52a) folgt dann fiir die spontane Zerfallsrate nahe
einer planaren Oberfliche

I rog (1 + Eg) (UJZZ)?’ |€(ZI:;”3‘F)1|2 LOEY. (3.60)

Die Orientierung des Dipols spielt hier offensichtlich eine Rolle. In jedem Fall
steigt die Zerfallsrate aber als Funktion des Atom-Oberflichen-Abstands mit
273 an. Sie ist auflerdem direkt proportional zum Imaginirteil der Permitti-
vitdt bzw. des Brechungsindex. Dies deutet darauf hin, dass es sich hierbei
vorwiegend um einen nichtstrahlenden Zerfall handelt, bei dem die Anregung
des Atoms nicht in Form eines Photons, sondern per Energietransfer in das

absorbierende Medium abgegeben wird.
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3.2.3 Lokalfeldkorrekturen zur spontanen Emission

In der makroskopischen Theorie der klassischen Elektrodynamik wird sehr
hiufig ad hoc zwischen den Feldern, die extern an einem makroskopischen
Korper anliegen, und denen, die im Inneren des Korpers auftreten, unterschie-
den. Letztere tragen die Bezeichnung Lokalfelder. Sie entstehen immer dann,
wenn durch die dielektrische Polarisierung der Umgebung eines Punktes im
Korper das externe Feld abgeschirmt oder verstéarkt wird. Fiir die spontane
Emission eines Atoms, das sich im Inneren eines dielektrischen Mediums be-
findet oder gar ein Teil dessen ist, sollten diese Lokalfelder zu einer Anderung
der lokalen Modendichte und somit direkt zu einer messbaren Anderung der
spontanen Emission fithren.

7

%

Abbildung 3.4: Atom im Zentrum eines kugelférmigen Resonators mit Radius

R.

Dazu betrachten wir als Modellsystem ein Atom im Zentrum eines ku-
gelformigen Mikroresonators mit Radius R (Abb. 3.4). Die Idee dabei ist,
das Atom getrennt von seiner makroskopischen Umgebung zu betrachten und
anzunehmen, dass es sich in einem Raumgebiet befindet, indem kein zweites
Atom oder gar ein verschmiertes Medium vorliegt!. Damit reduziert sich das
Problem auf das Auffinden der Greenschen Funktion einer Grenzschicht in
Kugelkoordinaten.

Wir benétigen dazu zunédchst die Losung der skalaren Helmholtzgleichung

3Die Annahme eines iiber das gesamte Volumen verschmierten dielektrischen Mediums
fithrt in der klassischen Elektrodynamik zur sogenannten Clausius—Mosotti-Korrektur, die
quantenmechanisch zweifelhaft ist. Der Grund ist die unendlich grofie Coulombenergie, die
ein Atom gegen ein kontinuierliches Hintergrundmedium aufzubringen hétte.
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in Kugelkoordinaten,
Vemn(k) = ju(kr) P, (cos ©) Osmgo, (3.61)

Sin

aus der wir die sphérischen Vektorwellenfunktionen mit dem Pilotvektor r
konstruieren,

Mimn(k) =V [¢2mn(k)r] ) Nimn(k) = %V X Mimn(k) . (362)

Der benétigte Streuanteil der Greenschen Funktion ist damit

(5)( zkg 2n+1 (n—m)!
G (r,r',w) ZZ — don) nn 1) (nm)

nOmO

X [rEM (k) © M (o) + 13N (k) @ N, (B2)| L (363)

wobei die Reflexionskoeffizienten r,, die sogenannten Mie-Koeffizienten der
Lichtstreuung an Kugeln bezeichnen. Diese findet man zu'*

o0 _ kol (ko R)BY (ky R) — k& (ky R)W (ko R)
° kom (ko R)BY (k1 R) — k&y(ky R)jy (ko R)
e kol (k1 R)BY (kyR) — k& (ks R)BSY (ky R)

(2) — _ , ~ (3.64D)
ka&i (kv R)ji(koR) — kymi(keR) Ry (K R)

(3.64a)

mit den Bezeichnungen 7;(x) = [zji(x)]'/z und &(x) = [xhl(l)(x)]’/x.

Da wir angenommen haben, dass sich das Atom im Zentrum der Kavitét
befinden soll, verschwinden fast alle Besselfunktionen und deren Ableitungen,
und es tragen nur die Vektorwellenfunktionen Ne,,; (k) bei. Demnach ist die
spontane Emissionsrate eines Atoms in der Kavitit durch

I'=Tg[1+Rer(®(n=1)] (3.65)
gegeben. Der Mie-Koeffizient 7“1(,22) (n = 1) schreibt sich nach Einsetzen der
Bessel- und Hankelfunktionen als

22 [i + p(n + 1) —ip*n — p*n®/(n + 1)]e”

r, = — . ; .
P sinp — p(cos p + insin p) + ip?>ncos p — p?(cos p — insin p)n?/(n? — 1)
(3.66)

ML.W. Li, P.S. Kooi, M.S. Leong, and T.S. Yeo, IEEE Trans. Microwave Theory Techn.
42, 2302 (1994).

29



mit n = n(w) = y/e(w) und p = Rws/c. Wenn wir davon ausgehen, dass die
Kavitét viel kleiner ist als die atomare Ubergangswellenlédnge, dann kénnen
wir den Reflexionskoeffizienten nach p = Rw,/c < 1 entwickeln und finden

3e—1)( ¢ \° 942 —3:—-1( ¢ . 9%n
I' =Tl =
0 m{ 2t +1 <wAR) * 5(2e + 1)2 waR +Z(25—1—1)2

+O(R) (3.67)

[e=¢e(wa), n = \/e(wa)).

Im Nahfeld erhilt man als wieder eine zu R~3 proportionale Rate, die
einem resonanten Energietransfer in das umgebende absorbierende Medium
entspricht. Der néchste Term proportional zu R~! beschreibt die Absorption
realer Photonen. Wenn Absorption an der atomaren Resonanz vollstindig
vernachléssigt werden kann, verschwinden auch alle Terme, die vom Radius
der Kavitdt abhidngen, und es bleibt

B 3e(wa) \?
r=r, <2€(M)“H> n(wa) . (3.68)

Ein kleiner kugelférmiger Resonator implementiert also eine Lokalfeldkorrek-
tur mit dem sogenannten Glauber-Lewenstein-Faktor 3¢/(2¢ + 1), der sich
fir || > 1 wesentlich vom heuristisch eingefiihrten Clausius-Mosotti-Faktor
(¢ + 2)/3 unterscheidet. Allgemein kann man dann zeigen, dass auch das
allgemeinere Resultat

2w 3e(wa) )7
D =Tc+ —Ad Tm || ——24 ) g -d’ :
¢t Zhee m [(25( n 1) GY(ra,ra,wa) (3.69)

richtig ist, wobei I'¢ die Nahfeldrate in Gl. (3.67) ist.

3.2.4 Lambverschiebung an Oberflichen und Dispersi-
onskriifte

Neben der spontanen Emission bringt die Wechselwirkung eines Atoms mit
dem quantisierten elektromagnetischen Feld eine Verschiebung der Energie-
niveuas mit sich. Diese sogenannte Lambverschiebung dw [Gl. (3.52b)] ist
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ebenfalls iiber die lokale Modendichte des elektromagnetischen Feldes ge-
geben. Offensichlich tritt auch im freien Raum bei Abwesenheit makrosko-
pischer Korper diese Lambverschiebung auf. Setzt man in Gl. (3.52b) die
Greensche Funktion des freien Raumes ein, so erhélt man

wS
o .

a? 7’
dwy = ———— d 3.70
“o 67T2h500373 v wa ( )
0

Dieses Integral divergiert an der oberen Integrationsgrenze und muss renor-
miert werden. Dazu wird ein cutoff eingefiihrt, der die Frequenzintegration
bei der Elektronruhemasse mgc?/h abschneidet!®.

Die Lambverschiebung im freien Raum ist offensichtlich ein Effekt, der
sich nicht abschalten ldsst, weil die Wechselwirkung des Atoms mit dem
quantisierten elektromagnetischen Feld immer vorhanden ist. Das bedeutet,
dass wir annehmen miissen, dass die Energieniveuas des Atoms schon diese
Lambverschiebung enthalten, w4 — w4 + dwp.

Erinnern wir uns daran, wie spontane Emission und Lambverschiebung
mathematisch entstanden sind, so fillt auf, dass beide als Realteil bzw.
Imaginérteil derselben Funktion auftauchen. In der Tat sind beide, #hnlich
wie bei der Permittivitdt oder dem Brechungsindex, durch Kramers—Kronig-
Relationen verkniipft. Dazu betrachten wir noch einmal das Zeitintegral in
der Markovnéherung (3.50)

t o] o]
lim [t e ieme) < / dr e = / dre” e Q(r). (3.71)
0 0 —00

Dies ist aber nichts anderes als die Fouriertransformation der Heaviside-
funktion, und dies ist die kausale Transformation der konstanten Funktion
f(t) = 1. Die (verallgemeinerten) Funktionen 7d(ws — w) und iP(wa — w) ™!
sind also Kramers—Kronig-Paare. Dasselbe gilt demnach auch fiir die resul-
tierenden Grofien spontane Emission und Lambverschiebung.

Die Anwesenheit eines makroskopischen Korpers verdndert iiber die Mo-
difikation der lokalen Modendichte auch die Lambverschiebung. Die durch
die Oberfliche hervorgerufene Verschiebung ist somit

1 P/dwoﬂd-ImG(S)(rA,rA,w)-d'
€0
0

ow =

3.72
h 2 w—wa ( )

5Fiir Einzelheiten, siehe P.W. Milonni, The Quantum Vacuum.
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Setzt man beispielsweise fiir den Streutensor die nichtretardierte Greensche
Funktion (3.59) ein, dann wird auch die durch die planare Oberfldche indu-
zierte Lambverschiebung proportional zu z73. Das bedeutet, dass das Atom
eine positionsabhéingige Energieverschiebung spiirt. Interpretiert man dies
als ein Potential, so resultiert daraus eine (anziehende) Kraft in Richtung
der Oberflache. Dies ist der Ursprung der Casimir—Polder-Kraft zwischen
Atomen und makroskopischen Koérpern, die von den Grundzustandsfluktua-
tionen des elektromagnetischen Feldes vermittelt wird. Diese sogenannten
Dispersionskrifte werden uns im néchsten Kapitel beschéftigen.
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